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Chapitre 1 

Fonctions d’une variable reelle 


Dans ce chapitre, nous rappelons quelques elements de l’analyse des fonctions d’une variable 
reelle. 


1 . 1 Generalities sur les applications et les fonctions 

1.1.1 Premieres definitions 

Une application d’un ensemble E (dit "ensemble de depart") dans un ensemble F (dit "en- 
semble d’arrivee") est une correspondance qui associe a tout element de E un element de F et un 
seul . On note cette application : 

/:£«Fou encore / : x >-► y = fix). 

L’ element y = fix) de F est appele l’image de x par f. On dit aussi que x est l’antecedent de y. 

Le graphe de f est la partie G du produit Ex F constitute des elements de la forme (x, fix)), oil 
xeE. 

Une fonction de E dans F est une application d’une partie D de E dans F. La partie D c E est 
alors appelee domaine de definition de la fonction /, et est souvent notee 2>f : 

D — 2>f. 

Comme precedemment le graphe de / est donnee paries elements de la forme (x, fix)), oil x £ @if. 

Dans ce chapitre, nous considererons uniquement le cas oiiE-F-U. On parle alors de fonc- 
tions reelle d’une variable reelle. En revanche, dans les chapitres suivants, nous considerons plus 
generalement les cas oil E = U N , F = IR^, avec N e {1,2,3}, K e {1,2,3}. 

Pour les fonctions d’une variable reelle, la fonction / est souvent definie a l’aide d’une formule. 
L’ ensemble de definition est done represente par les elements x pour lesquels cette formule a un 
sens. 

Exemple 1. 

- La fonctions x — > - ax , oil a est donne, est une fonction lineaire. Son domaine de definition 
est U tout entier. Son graphe est une droite du plan IR 2 passant par l’origine. 
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- la fonction x — > ► ax + b oil les nombres a et b sont donnes est une fonction affine. Son do- 
maine de definition est R tout entier. Son graphe est une droite du plan (R 2 passant par le 
point (0 ,b). 

- la fonction x -*■ ax 2 + bx + c , oil a ^ 0, b, c sont donne definit une fonction, polynome de 
degre 2. son domaine de definition est R tout entier. Son graphe est une courbe, appelee 
parabole, qui passe par le point (0, c). 

- La fonction / definie par la formule f{x) = - est definie pour tout x non nul de R, son do- 

■X 

maine de definition est done 3>f = R\ {0}. 

- La fonction / definie par la formule f{x) = V l - x 2 est definie pour tout x de l’intervalle 
[-1, 1]. Son domaine de definition 2>f est done l’intervalle [-1, 1], 

Revenons au cas general, et considerons une application f : E — * F, ou E et F sont deux en- 
sembles. On dira que : 

- L’ application / est injective si chaque element y de F a au plus un antecedent par /. En 
d’autres termes, / est injective si et seulement si pour touselements x et x! de E l’egalite 
fix) = fix') entraine necessairement x - x! . 

- L’application f est surjective si chaque element y de F a au moins un antecedent par /. En 
d’autres termes, / est surjective si et seulement si pour touselements y' de E il existe xe E 
tel que y = fix). 

- L’application / est bijective si et seulement si chaque element ydefa exactement un an- 
tecedent et un seul par /. En d’autres termes, / est bijective si et seulement si pour toutele- 
ment y de E il existe un unique element x e E tel que y - fix). 

On verifiera sans mal qu’une application est bijective si et seulement si elle est injective et sur- 
jective. 

Par exemple, l’application x -*■ sinx est surjective si on la considere comme application de R 
dans [- 1, + 1] . Elle n’est pas injective puisque, par exemple, si nO = si n2n. En revanche, elle devient 
bijective si on la considere comme application de [— f , + |] sur [1, + 1], 

1.1.2 Composition des applications 

Considerons maintenant trois ensembles E, F, G et des applications / : E —> F et g : F —* G. Pour 
tout element x dans E, on peut alors definir 1’ element z = g{f lx )) de G. Ceci definit une nouvelle 
application de E dans G, notee go f. 

Definition 1. On appelle application composee de f et de g et on note go f I’application de E vers 
G definie par 

g 0 fM = g (fix j) , pour tout xeE. 

De meme, on peut definir l’application composee de deux fonctions f : E — F et g : F —>■ G. 
La fonction composee g o f est alors une fonction de E vers G dont le domaine de definition est 
composee deselements d e@>f dont l’image par f appartient au domaine de definition de g. 

Exemple 2. Prenons les fonctions d’une variable reelle f et g definies par 

glx) = - et fix) = Vl-x 2 . 

X 


4 



La fonction gofest alors donnee par 


8° fix) 



Le domaine de definition de gofest done ] — 1, 1 [. Les points + + 1 appartiennent bien au domaine 
de defintion de f, mais leur image par / vaut 0, qui n’est pas dans le domaine de definition de g. 


1.1.3 Application reciproque 

Soient E et F deux ensembles et f une application de E vers F que Ton supposera de plus bi- 
jective, e’est a dire que pour toutelement y de F il existe un uniqueelement x de E tel que y- fix). 

Definition 2. On appelle application reciproque de / et on note f~ l l’application de F vers E qui 
a toutelement y de F associe l’uniqueelement x de E tel que y - fix). 

En d’autres termes 

x = / _1 (y) si et seulement si y-fix). 

II resulte de la definition que 

/ _1 0 / = Ids et / o f~ l = ld F , 

ou Me designe Vapplication identite de E, e’est a dire l’application de E dans lui-meme definie par 
Me(jc) = x, avec bien entendu une definition similaire pour Idf. 

On peut verifier la propriete suivante, dont la preuve est laissee en exercice 

Proposition 1. Soient E,F, G trois ensembles et des applications f : E — ► F et g : F — G supposee 
bijectives. Alors Vapplication composee g o f est bijective de E vers G et Vapplication reciproque 
verifie Videntite 

(g°/) _1 =f~ 1 °8~ 1 - 

Exemple 3. 

- La fonction / : U + — U.+ definie par fix) = x 2 , est une application bijective (elle ne le serait 
pas si Ton prenait U comme ensemble de depart). Son application reciproque est donnee 
par / -1 : U+ —> U+, f~ l (x) = \fx, qui n’est autre que la fonction racine carree ! 

- La fonction sin : [-|, |] — ► [-1, 1] est une application bijective. On note arcsin l’application 
reciproque arcsin : [-1, 1] — ► [-|, |], On a done pour xe [-1, 1], y = arcsinx si et seulement 
si 

TC 71 

ye et x - siny. 

- De meme, la fonction cos : [0,7r] -► [-1, 1] est une application bijective. On note arccos l’ap- 
plication reciproque arccos : [-1,1] — ► [0,7r]. On a done pour x e [-1,1], y = arccosx si et 
seulement si 

ye [0,; t] et x = cosy. 

- La fonction tan : [-f , |] — ► U est une application bijective. On note arctan l’application reci- 
proque arctan :IR— ►[-§,§]• On a done pour x e U, y - arctan x si et seulement si 

Tt n 

ye et x = tany. 

Notons par ailleurs que si / est une fonction d’une variable reelle bijective, le graphe de f~ l 
se deduit de celui de / en faisant agir une symetrie par rapport a la droite y = x, qui intervertit en 
particulier les axes. 
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1 .2 La notion de limite 


Nous ne considerons dorenavant, et jusqu’a la fin de ce chapitre que des fonctions d’une va- 
riable reelle, c’est a dire le cas E-F-U. 

Soit done / et Xo un point donne de 2>f. On supposera de plus que / est definie sur un inter- 
valle ouvert non vide ]a, b[ contenant x 0 , sauf peut-etre en x 0 , c’est a dire que ]a, b[\{x 0 } 


Definition 3. On dit que la fonction / admet une limite L en x 0 , ou que fix) tend vers L lorsque x 
tend vers x 0 , si et seulement si : 

Pour tout nombre reel e>0, il existe un nombre a > 0 tel que la relation 0 < | x - x 0 1 < a entraine 

\fix)-L\<e. 

On verifie que si une limite L existe, alors elle est forcement unique. On note alors 

L = lim f{x) ou encore fix) -* L. 

Jt-*X0 X—*Xq 

Ceci signifie que pour un nombre e > 0 aussi petit que l’on le desire, on peut trouver un nombre 
a > 0 qui depend bien entendu de e tel que si l’ecart entre Xo et x (x etant distinct de xo) est infe- 
rieur a a, alors l’ecart entre fix) et L est inferieur a e. 


Voyons maintenant comment la notion de limite se comporte vis a vis des operations clas- 
siques sur les fonctions (addition, multiplication et division). Rappelons que si f et g sont des 


g 

fonctions reelles, on definit les fonctions f±g, fg, et — par 


if ± g) ix) = fix) ±gix), et ifg) ix) = fix)gix), Vxe%n% 


g 

f 


(x) = 


gW 

fix) 


pour x e 2>f n 2> g tel que fix) f 0. 


Proposition 2. Solent f et g deux fonctions sur U telles que f et g admettent comme limites en x 0 
les nombres L etM respectivement. Les fonctions f ± g etfg admettent alors les limites suivantes en 
x 0 : 

lim if ±g)ix) = L±M et lim ifg) (x) = LM. 

X-*Xo X-*Xq 


de plus, siLf 0 alors on a 


f 

lim — (x) = 

JC-X° g 


L 

M' 


Demonstration (premiere partie). On commence par se donner e > 0. Comme fix) tend vers L 
quand x tend vers x 0 , il existe un nombre a\ > 0 tel que, si 0 < |x-xol < alors on a |/(x) -L\ < |. 
De la meme maniere, il existe un nombre a 2 > 0 tel que siO < |x-x 0 | < a 2 , alors on a \gix)-M\ < |. 
Posons a = min(a!, a 2 ). On a a > 0 et si 0 < |x - x 0 | < a, alors la definition de a entraine que l’on a 
0 < |x-x 0 | < ax et 0 < | x — x Q | < a 2 et done 


|/(x) + g(x) -L-M | < |/(x) - L\ + |g(x) - M|(inegalite triangulaire) 
e!2 + el2 = e. 
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Ceci montre done que 


lim (/ + g) (x) = L + M. 

X—I >Xo 

Les autres relations se demontrent en utilisant des methodes similaires. 

Rappel. On a utilise dans la preuve l’inegalite triangulaire 

\a + b\ < \a\ + \b\. 

Elle entraine l’inegalite 

\a±b\< \a\ - \b\. 

Exemple 4. Des arguments geometriques elementaires permettent d’etablir que 

sinx 

lim = 1. 

x^O X 


□ 


On montreegalement que 


e x -l 

lim = 1. 

x^O x 


( 1 . 1 ) 


(1.2) 


1 .3 La notion de continuite 

La notion de continuite decoule directement de celle de limite. 

Definition 4. On suppose que f est aussi definie en x 0 . On dit que f est continue en x 0 si et seule- 
mentsi f admet une limite en x 0 , egale d sa valeur /(x 0 ) en ce point. 

On dit que f est continue sur un intervalle ]a,b[ si elle est continue en tout point x 0 de ]a,b[. 

De maniere intuitive, une fonction f est continue sur un intervalle \ a, /;[ si on peut tracer le 
graphe de la restriction a cet intervalle sans lever la main. 

II resulte immediatement de la Proposition 2 que si / et g sont deux fonctions continues en 

/ 

un point x 0 , alors f + g,f~getfg sont egalement continues en ce point. Si g(xo) ^ 0, alors — est 

s 

egalement continue en x 0 . 

Exemple 5. 

- Les fonctions constantes sont continues. 

- La fonction Idm est continue (prendre e = a dans la Definition 6). 

- Les polynomes sont des fonctions continues (car obtenues a l’aide d’ operations de multipli- 
cation et additions a partir de fonctions constantes et de la fonction Mr) 

- Les fractions rationnelles (quotient de deux polynomes) sont continues sur leur ensemble 
de definition, qui est compose d’intervalles ouverts. 

- Les fonctions trigonometrique sin, cos sont continues sur K, ainsi que les fonction e x et log 
sur leur ensemble de definition. 

La notion de continuite a egalement de bonne proprietes vis a vis de la loi de composition. 

Proposition 3. Soit f une fonction continue en x 0 et soit g une fonction continue en /(x 0 ). Alors 
go f est continue en x 0 . 
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Demonstration Soit e donne. Comme g est continue en /( jc 0 ), il existe un nombre q > 0 tel que 
si |y - fix o) | < r\ alors on a |g(y) - gifix o)) I = |g(y) -go fix o) I < e. Comme / est continue en x 0 , il 
existe un nombre a > 0 tel que si|x-x 0 | < a, alors |/(x)-/(x 0 )| < r\. Il en resulte que si|x-x 0 | < a, 
alors | gifix)) — g ° f (x 0 ) I < e. La conclusion en decoule. 

□ 

Soit / une fonction definie sur un intervalle I =] a, b[ de R. Rappelons que Ton dit que f est 
strictement croissante (resp. strictement decroissante sur I) si et seulement, si pour tous nombres 
a < Xi < x 2 < b, on a 

fix i) < f (x 2 ) (resp. fix i) > /(x 2 ). 

On dit que / est strictement monotone sur I si elle est strictement croissante ou strictement de- 
croissante sur I. Lorsque f est strictement monotone sur I, il est facile de se convaincre qu’elle 
constitue une bijection de I sur son image 

/(/ ) = {y e IR tel qu’il existe x e I y = fix)}. 

Lorsque / est de surcroit continue, alors on a 

Proposition 4. Soit I =]a,b[ un intervalle ouvert, etsoitf une fonction continue sur I. Alors f(I) est 
un intervalle de IR. De plus, si f est strictement monotone, alors /(/) est un intervalle ouvert, de la 
forme]fia),fib)[ si f est strictement croissante (resp. ]fib),fia)[ si f est strictement decroissante), 
et de plus f est bijective de I sur /(/) . Son application reciproque est continue. 

Nous admettrons ce resultat. 


1 .4 La notion de derivee 

1.4.1 Definition 

Definitions. Soit f une fonction. Onditquef possede une derivee au point x 0 si la limite suivante 

fix) -fix o) fixo + h) - fixo) 

lim = lim 

x^x 0 x-x 0 fe— o h 

existe et estfinie. On note alors f (x 0 ) cette limite. On dit aussi que f est derivable au point xo. 
Remarque 1 . On utilise aussi parfois la notation 

f= df 

dx 

Lorsque la fonction est derivable, le graphe possede au point (xo,/(xo)) une droite tangente 
que est de pente fix o) exactement. Plus precisement, la droite affine d’equation 

y = /'(xo)(x-x 0 ) + /(xo) 

qui passe par le point (xo, fix o)) est tangente a la courbe en ce point. 

On deduit de la definition meme de la derivee, que Ton a le comportement suivant de la fonc- 
tion f pres de x 0 

f (x 0 + h) = fixo) + fix 0 )h + heih), (1.3) 
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oil e designe une fonction definie pres de 0 et telle que 

lim e{h) = 0, 
h— o 

Nous avons ici introduit la variable h-x-x 0 qui tend vers 0 lorsque x tends vers x 0 . 


La relation (1.3) nous fournit un premier exemple de developpement limite. Dans ce contexte, 
il est utile de rappeler la definition suivante. 

Definition 6. Soientf et g deux fonctions definies pres de x 0 . On ditque f est negligeable devantg 
si et seulement si il existe une fonction e definie pres de 0 telle que 

fix) = g(x)e(x-xo) etlimeih) = 0. 

h—> 0 

Si f est negligeable devantg , on ecrit alors 


ffoig). 

Xq 

Si g ne s’annule pas pres de xo saufeventuellement en x 0 , alors / est negligeable devant g si et 
seulement si 

lim£“=0. 

x^xogix) 

Notons que la relation "etre negligeable" est une relation d’ordre (qui n’est pas totale), en par- 
ticular elle est transitive, c’est a dire si, f = o(g) et h = o{f ) alors h = oif). C’est pourquoi on 

Xo Xo Xo 

utiliseegalement, a la place de la notation f = o{g) la notation 


f « g ou de maniere equivalente g » f. 

Xo Xo 

La notion de fonction negligeable permet en particulier de comparer des infiniment petits pres de 
Xo, et eventuellement des echelles d’infiniments petits. 

Exemple 6. si Ton prend g egale a la fonction constante 1 alors f = oil) signifie tout simplement 
que 

limf(x) = 0, 

x^O 

et de maniere plus generate / tend vers L lorque x tend vers xo peut s’ecrire 


fix) = L + o(l) ou de maniere equivalente /(x 0 + h) - L + o(l). (1.4) 

xo 0 

On remarquera egalement que si m et n sont des nombres entiers tels que 0 < m<n alors 

x n « x m , 
o 

ce qui nous fournit une echelle d’infiniment petits tres utilisee pour comparer des fonctions 

1 » x » x 2 » x 3 » x 4 . . . 
oooo 

Revenons maintenant au developpement (1.3) : ce dernier peut done s’ecrire, en utilisant les 
notations precedente comme 

fixo + h) = fix 0 ) + f'ix 0 )h + oih). (1.5) 

La notion de derivee permet done d’effectuer un developpement limite a l’ordre 1, alors que la no- 
tion de limite fournit un developpement limite a l’ordre 0. Notons au passage que la comparaison 
de (1.5) et de (1.4) permet immediatement de demontrer : 
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Proposition 5. Si f est derivable en Xq, alors f est continue en Xq. 

La reciproque n’est pas vraie en general. 

Rappelons egalement, pour finir avec les generalites sur la derivation : 

Proposition 6. Soil I un intervalle, f une fonction definie et derivable sur I, de derivee continue 
telle que 

fix) > 0 sur I. 

Alors f est strictement croissante sur I. 


1 .4.2 Calculs de derivees 


Proposition 7 . Soientf etg deux fonctions derivables en x 0 . Alors lesfonctions f + g,f~g,fg sont 

f 

derivables en x 0 , ainsi que la fonctions — , si g(x 0 ) -f 0, les derivees etant donnees par lesformules : 

g 


If ± g)'(xo) = fix 0 ) ± g 1 lx 0 ) 

lfg)'lx { o) = /'(Xo)g(Xo) + /(Xo)g'(Xo) 

flx 0 )glx 0 )-flx 0 )g'lx 0 ) 


7V 

, g 


lx 0 ) = 


si glx 0 ) f 0 . 


glx o) 2 

Si f est derivable en xq et g derivable en fix o) alors g°fet derivable en xo et 


(g°fY(xo) = g'lflxo))flxo). 

Enfin si f possede une application reciproque et si fix o) ^ 0 alors f~ l est derivable en fix o) et on a 
Ces formules permettent de calculer de nombreuses derivees : donnant quelques exemples. 


Exemple 7. En utilisant directement la definition, on voit que la derivee de la fonction fix) = x est 
fix) = 1 pour tout x. On utilisant la formule du produit, on en deduit que la derivee de la fonction 
x —>■ x 2 est 

lx 2 ) r = 2x, 

et de maniere plus generate que la derivee de la fonction x ^ x n vaut pour tout n entier positif 

lx n )' = nx n -\ 


En utilisant la formule pour les fractions, on s’aperqoit que cette formule reste valable pour tout 
neZ. 

On peut utiliser la formule de la fonction reciproque pour calculer la derivee de la fonction 
racine carre, reciproque de fix) = x 2 . On trouve immediatement 



1 

2 \fx 


En fait, on peut montrer que pour tout a e 1R, on a la formule generate (x“)' = ax“ 1 . 
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Pour les fonctions trigonometriques, on peut calculer directement la derivees de la fonction 
sin en utilisant la definition par quotient differential, et des formules de trigonometric habituelles. 
On ecrit, en utilisant le fait que (cos h ) 2 + (sin h) 2 = 1 


sin(x + h) - sin x = sin x cos h + cos x sin h - sin x 

, , -(sinfi) 2 

= (cos h- l)sinx + cosxsinn = — 

1 + cos h 


d’ou 

sin{x + h)~ sinx -(sinfi) 2 sinfi 

; = ; — — + cos x — - — 

h (1 + cos h)(h) h 

et ainsi, en utilisant (1.1) 

, sin{x + k) - sinx 

lim = cos x. 

h^O h 


+ cosxsinfi 


On a done montre que 

Par une methode similaire on obtient 


(sinx)' = cosx. 


(cosx)' = - sinx. 


En utilisant le fait que tanx = et la formule pour la derivee du quotient de deux fonctions on 
obtient 


(tanx)' = 


= 1 + tan x. 


(cosx) 2 

Calculons maintenant la derivee de la fonction arcsin en utilisant la formule pour la fonction re- 


ciproque. Posons y = arcsin x de sorte que x = siny. On a done (arcsin x) = Comme cosy = 


\/l - siny 2 = Vl-x 2 , on en deduit que 


(arcsin x)' = 




Rappelons pour finir que 


(e x )' = e x , et (logx)'=-. 

x 


1 .4.3 Derivees d’ordre superieur 

La derivee definit elle meme une fonction reelle, et lorsque 1’ ensemble de definition de cette 
derniere contient des intervalles ouverts, on peut etudier ses proprietes de differentiabilite. Lors- 
qu’elle existe, on note f" la derivee f, et on l’appelle derivee seconde. On definit ainsi iterative- 
ment la derivee troisieme notee f" ou/ (3) , et de maniere generate la derivee d’ordre n notee f tn] . 
Par convention, on posera / (0) = /. 

Un exemple remarquable est fourni par les polynomes, qui sont derivables a tout ordre. Soit 
done P un polynome de degre n 

n 

P{x) = a n x n + a n -ix n ~ l + a„_ 2 X H_2 + ...a 1 x + flo = ^aix 1 . 

i = o 
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Un bref calcul montre que 


P(0) = a 0 ,P\ 0) = ai,P"{0) = 2 a 2 
et de maniere generate pour i = 0...n 

p {i) m = Hat 

alors que P (l) (x) = 0 pour i > net tout x dans R. On peut done ecrire 


n pd)(n ) 


1=0 


V. 


( 1 . 6 ) 


(1.7) 


1.5 Primitives 


L’ operation de primitivation (ou d’integration) est l’operation inverse de la derivee. 

Definition 7. Soit f unefonction definie sur un intervalle]a, b[. On dit que F est une primitive de 
f sur Vintervalle ]a,b[ si et seulement si 

F'{x) = f{x), pourtoutxe]a,b[, (1.8) 

Notons que pour / = 0, les fonctions constantes F{x ) = C, pour tout x dans ] a, b[, ou C designe 
un nombre quelconque sont evidemment solutions et reciproquement, on demontre que si 

F\x) = 0, pour tout x e] a, b[, 


alors necessairement il existe une constante C e R telle que F - C. il en resulte que, si F est une 
primitive de /, alors il y a une infinite de primitives de f qui sont de la forme F + C. On designe 
par le symbole 

J f{x)dx 

cet ensemble de fonctions (on parle aussi d’ integrate indefinie, car definie seulement a une constante 
pres). 


Exemple 8. De nombreuses primitives s’obtiennent par inversion des formules de derivation. 
Voici quelques exemples : 

- Comme ( x a )' = ax a ~ l pour tout a ^ 0 , on en deduit par inversion, sur tout intervalle oil la 
fonction est definie, que 


I 


x a dx 


x a+1 
a + 1 


+ C, pour tout a ^ 1, oil C designe une constante arbitraire. 


- Comme [e x Y = e x , on en deduit, que sur U, on a 


/ 


e x dx = e x + C. 


- Comme (sinx)' = cosx et (cosx)' = -sinx on obtient, sur R 


/ 


sin xdx= -cosx + C et 


/ 


cos xdx = sinx + C. 
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1.5.1 Operations sur les primitives 


On verifie tout d’abord que Ton a bien 

J ( f±g){x)]dx = J f(x)dx + J g{x)dx, 


et, pour tout A ^ 0 


J Af(x)]dx = A J f{x)dx. 


La formule de derivation de la multiplication donne lieu a une operation plus compliquee, l’inte- 
gration par partie. On a 


Proposition 8 (integration par parties). Soient f et g deux fonctions derivables sur un intervalle 
]a,b[. Ona 


J fMg'Mdx = fMgM - J f{x)g{x)dx. 

Demonstration. On part de la formule (fg)' = f g' + gf d’ou il resulte que 


f(x)g(x) + C = J fMg'Mdx + J f Mg' 


Mdx. 


(on peut ensuite absorber la constante C dans l’une des integrales indefinies). 


Exemple 9. On utilise souvent la formule d’integration par partie lorsque fg a une forme plus 
simple que fg 1 . Donnons un exemple de calcul de primitive par cette methode. Cherchons les 
primitives de la fonction xe x . Posons /( x) = x et g( x) - e x , de sorte que g'M = e x . On a done 

J xe x dx- J fMg'Mdx - fMgM - J e x dx = xe x - e x + C. 


La loi de derivation de la composee donne lieu, par inversion, a la formule dite de changement 
de variable. Soient f et g deux fonctions derivables, telles que g soit definies sur l’image de f. Soit 
G une primitive de la fonction g. On a 

(Go /)'(*) = G\fM)fM = (g°f)Mf'M. 

On a done 

Proposition 9 (changement de variable). Pour f, g, G comme si dessus, on a 

G(/(x))= J (gof)Mf'Mdx + C. 

On a coutume d’ecrire cette formule en introduisant la variable u - f (x) puis du- f'(x)dx. La 
formule de changement de variable devient alors facile a retenir. 

ExemplelO. Cherchons a calculer une primitive de e x ~ x. Posons u- x 2 , d’ou il resulLe que du = 2x 
et done 

f e x ~ xdx = - f e ll du = -e u + C = -e x2 + C. 

J 2J 2 2 

Nous avons jusqu’a present manipule les integrales, mais nous n’avons pas donne de resultat 
general d’ existence. Ce dernier est fourni par la theorie de l’integrale definie, que nous presentons 
ci-dessous. 
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1.5.2 Integrates definies 

Considerons une fonction F continue sur un intervalle ferme [a, b]. Pour n donne dans N on 
pose h = puis on partage l’intervalle [a, b] en n intervalles de tailles egales au moyen des 
points de subdivision 

x 0 = a, xi = a + h, . . . x k = a + kh, ...x n = b. 

On definit ensuite les sommes 

I n = h [fix i) + fix 2 ) + ■■■ fix n ) ]=hY J fiXk) = ^ (X - X k )f{X k ) 

k= 1 fc=l 

Remarquons que, si f est positive, alors {x k -Xk-i)fix k ) represente l’aire du rectangle de base[Xjt_i, x k ] 
et de hauteur f{x k ). En sommant sur tous les k on obtient done un nombre qui est une ap- 
proximation de l’aire limitee par la graphe de f, les droites verticales x = a, x = b, et l’axe Ox. 



On peut demontrer que lorsque n tend vers -too, la suite (/„) n >o converge, et que, si I designe sa 
limite 

I = lim I n , 

n—>oo 

alors cette limite correspond bien a l’aire limitee par le graphe de /, les droites verticales x = a, 
x- b,e t l’axe Ox. 

Definition 8. On appelle I Vintegrale de f sur [a, b\, et on la note 

I = f f{x)dx. 

J a 


Convention. On convient que 


[ a f{x)dx = - f l 

Jb J a 


f[x)dx. 


Explicitons maintenant le lien entre integrale et primitive. Posons pour x 0 e]a,b[ 

F[x ) = f f{x)dx. 
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Pour h > 0 petit donne, F{x + h) - F{x) represente l’aire limitee par la graphe de f, les droites 
verticales passant par x, x + h, et l’axe Ox, aire qui est proche de f{x)h. On a done 


F{x+h)-F{ x) 
h 


-fix) 


et done 


r „ , F(x+h)-F{x) fr ^ 

F (x) = lim = fix), 

h^O h 


F est done une primitive de / : e’est la primitive de F qui s’annule en a. Reciproquement, si on 
connait une primitive quelconque Fde/ona 


f f(x)dx = F(b)-F(a), 

J a 


et done les calculs d’integrales se ramenent a trouver des primitives. Par exemple la formule d’in- 
tegration par parties s’ecrit alors comme suit, pour les integrates : 

Proposition 10. On a 


f{x)g'{x)dx = 
oil on pose pour unefonction v quelconque 


f 

J a 




ifgi b a~ / fix)g'ix)dx 

J a 

v{b) - v{a). 


De meme, la formule de changement de variable prend la forme suivante : 

Proposition 11. On a, si g est continue sur f {[a, b]) 

rf(b) rb 

I g{u)du = I g[f[x))f\x)dx. 

Jf{a) Ja 

1 .5.3 Aire d’un domaine du plan 

Dans ce paragraphe, nous utilisons le calcul integral pour calculer l’aire de domaines du plan. 

Aire d’une arche de sinusoide. Considerons le graphe de la fonction y = sinx pour x compris entre 
0 et n. Cette fonction est positive sur [0,7r], calculons l’aire de la surface limitee par le graphe de 
cette fonction et l’axe Ox. Cette aire a pour valeur 

S = I sinxdx = [-cosx]q = (-cos7r) - (-cosO) = 2. 

Jo 

car comme nous l’avons vu, - cos x est une primitive de sinx. 


Aire d’une ellipse. Considerons la surface bordee par la courbe 


2 2 
x z y 


-Z9 + T9 = l<> y= ±b \ 


a ‘ 


b 2 


a ^ 
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ou a et b sont strictement positifs. C’est une ellipse. La demie-ellipse superieure est limitee par 
l’axe Ox et le graphe de la fonction positive 


y = m^ b ] jl -- 2 

qui est definie sur [-a, a]. La surface to tale de l’ellipse est done donnee par 

/ a 

fix)dx. 

-a 

On effectue le changement de variable 

jc= acost, te [0,n] 

de sorte que y = f{x) = b sin t. Si t = n, on a x = -a et si t = 0 on a x = a. Done 

S= 2 (b sin t)d (a cost) ==2 I (b sir 
Jjt Jn 


>sinf)(-asin t)dt 


n(J f*7l 

= -2 ab sint 2 dt = 2ab\ sin t 2 dt 

Jn JO 


r 

~ ab 

Jo 


(l-cos2 t)dt-ab t 


sin2t] n 


~ nab. 


ou on a utilise la relation 2 sin 2 t = 1 - cos 2 1. 


1 .5.4 integration de la relation « 

Contrairement a la derivation, 1’ integration a de bonnes proprietes vis a vis de la relation «. 
On a 

Proposition 12. Soientf et g deux fractions definies pres de zero. On suppose de plus que 

f<<g- 

On a alors x 

[ f{s)ds « [ \g{s)\ds. 

Jo Jo 

Demonstration. Par hypothese fix) = £(x)g(x), ou e tend vers zero lorsque x tend vers zero on a 

done xx x 

| [ f{s)ds\ = \ [ e(s)g{s)ds\< sup |e(s)| [ \g{s)\ds. 

Jo Jo sc [0,x] Jo 

et la conclusion decoule du fait que sup |e(s) tend vers 0 lorsque x tend vers zero. □ 

xe[0,x] 

Une consequence interessante de cette propriete est la suivante : 

Proposition 13. Soitf une fonction definie pres de zero, ainsi que toutes ses derivees jusqu’ ‘a Vordre 
n, que Von suppose continues pres de zero. On suppose de plus que 

0) = 0 pourk = 0,...,n. 


Alors on a 


fix) « x n . 
0 
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Demonstration Le cas n = 1 a deja ete traite. Si n = 2, alors on a /"(0) = 0 et done par le cas 
n- 1 , on obtient 

fix) « x. 
o 

Comme fix) = / 0 A f'{x)dx, la proposition 12 nous donne 

f{x ) « x 2 . 
o 

ce qui est la conclusion desiree pour k = 2. Le cas general se traite de meme. 


1.6 Developpements limites 

Definition 9. Soit f une fonction definie au voisinage d’un point x 0 £ K. On dit que f admet un 
developpement limite d’ordre n au voisinage de xo si I’on peut ecrire 

fix ) = ao + fli(x-xo) + ... + a„(x-xo) n + (x-xo)”e(x) 

oil e est une fonction qui tend vers 0 lorsque x tend vers x 0 . 

Le polynome DL „(/, x 0 ) de degre inferieur ou egal a n defini par 


DL n (/,x 0 ) = a 0 + aiix - xo) + . . . + a n {x - x 0 ) n 

est appele partie reguliere du developpement limite, et (x - xo)”e(x) le reste que Ton peut done 
ecrire o(x-x 0 )”. 

Le developpement limite, lorsqu’il existe, est unique. Notons que Ton a 


DL n if±g, Xo) = DL„ if, x 0 ) ± DL„ (g, x 0 ) 


et pour toute constante A e 05 

DL„(A/,x 0 ) = ADL n (/,x 0 ). 

Pour calculer DL n (fg,x 0 ) on developpe le produit DL„(/,x 0 )DL„(g,x 0 ) et on ne garde que les 
termes de degre inferieur a n. Le resultat suivant est fondamental. 

Theoreme 1 (developpement de Taylor). Supposons que f ainsi que toutes ses derivees jusqu’a 
I’ordre n soient definies, continues pres de x 0 . Alors f possede un developpement limite a Vordre 
n pres de x 0 donne par 

fO) f i 

fix) = fix o) + fix o) (x - Xo) + . . . + — (x - Xo ) n + Oiix - Xo ) n ). 

xo n\ 

Demonstration. Supposons pour simplifier que x 0 = 0 (sinon, on fait un changement de variable), 
et considerons le polynome 

fWf 0) 

Pix) =/(0) + /'(0)x+— -x". 

n\ 

On a vu que, pour tout fc = 0,...,«,ona 

p(k) (Q) = f(k) (Q) et donc ^ (k) (0) = o. 
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la conclusion resulte alors de la Proposition 12. 

□ 

Void quelques exemple classiques de developpements limites pres de 0 

— — = l + x + x 2 + ...x” + o{x n ) 

1 -x 

r 3 r 5 r 2p+l 

sinx = x - — + — + ... + (-l) p + o(x 2p+1 ) 

3! 5! (2p + 1)! 

X 2 X 4 X 2p 2,, 

cosx = 1 + — + ... + (-l) p + o(x 2p ) 

2! 4! (2p)! 

e x = l + x+ — + ... + — + o(x”) 

2! n\ 

iOg(l +X) = x- y + y + ... + (-l)"y + 0(x”). 
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Chapitre 2 

Fonctions de deux variables 


On considere dans cette partie des fonctions de deux variables a valeurs dans U ou eventuel- 
lement dans [R 2 c’est a dire des fonctions de E = IR 2 vers F - R ou F - [R 2 . Avant d’aller plus loin, 
commengons par quelques rappels sur les proprietes de IR 2 ainsi que sur la notion de courbe pa- 
rametree. 

2. 1 L'espace vectoriel U 2 

L’espace K 2 est un espace vectoriel lorsqu’on le munit de la loi d’ addition 

(xi,x 2 ) + (yi,y 2 ) = Ui + yi,x 2 + y 2 ),VX = (xi,x 2 ) e 1R 2 , V Y = (yi,y 2 ) gIR 2 , 
et de la loi de multiplication par un scalaire 

A.(xi,x 2 ) = (Axi, Ax 2 ), VX = (xi,x 2 ) g U 2 , A e U. 

On note 0 = (0, 0) l’element neutre pour l’addition ci-dessus, c’est a dire tel que 0 + X = X + 0 = X. 

On munit par ailleurs IR 2 d’un produit scalaire note defini par 

(JCi,JC 2 ).(yi,y 2 ) = xi.yi +x 2 .y 2 , VX = (xi,x 2 ) eR 2 ,Vf = (yi,y 2 ) eU 2 . 

On verifie immediatement que le produit scalaire a les proprietes suivantes : 

Proposition 1 . On a pour tous vecteurs X, Y, Z de [R 2 et tout scalaire A de IR 2 

X.Y= Y.X 

c X+Y).Z = X.Y + Y.Z 
X.(Y + Z) = X.Y + X.Z 
(A X).Y = MX.Y) 

X.X>0 


avec egalite si et seulement si X = 0. 

On definit la norme euclidienne || • || par 

||X|| = VZx=^/x 2 + x 2 > 0, VI=(xi,x 2 )£R 2 , 
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de sorte que ||X|| = 0 si et seulement si X est nul. L’inegalite triangulaire est une propriete tres 
interessante de la norme, a savoir 

\\X+Y\\ <||X|| + ||y||. (2.1) 

Si 9 designe Tangle entre les vecteurs X et Y, on a par ailleurs 

X.Y = ||X||.||F||cos0, 


de sorte que 


\X.Y\ < ||X||.||F||, 


(2.2) 


avec egalite si et seulement si les vecteurs sont colineaires. Cette derniere inegalite s’appelle l’in- 
egalite de Cauchy-Schwarz. 



X 


La norme euclidienne permet de definir une distance, dite euclidienne egalement, entre les ele- 
ments de R 2 : 

dist(x,y) = \\X-Y\\. 

Notons que cette distance majore la difference des coordonnees 

\xi-yi\ < dist(X, Y) = \\X-Y\\,\x 2 -y2\< dist(X, Y) = \\X-Y\\, 
et que la somme de la difference des coordonnees majore la norme 

dist(X, Y) = \\X- Y\\ < \xi-yi\ + \x 2 -y 2 l 

Remarque 1. Si A = (ai,a 2 ) et B = ( b\ , b 2 ) sont deux elements de R 2 alors on note souvent 


AB = B - A - - U\, b 2 - a 2 ) 

La norme de AB donnee par 

HASH = V / (&i-ai) 2 + (fo 2 -fl2) 2 

represente done la longueur du segment AB. Notons par ailleurs qu’avec ces notations, on a ega- 
lement X = OX. 


20 



2.2 Courbes parametrees de U 2 

Nous serons amenes dans de nombreuses circonstances a formaliser la notion de courbe dans 
le plan R 2 . Nous verrons essentiellement deux methodes pour realiser un tel objectif : la methode 
parametrique et la methode implicite. La methode parametrique que nous allons voir dans ce 
paragraphe, s’inspire de la notion de trajectoire. Elle permet de plus de definir une orientation 
naturelle a la courbe. 

Definition 1. Soit I un intervalle de R non vide. Soit M\ et M 2 deux applications continues de I 
dans R, et soit l’application M: I — * R 2 definie par M(f) = (Mi(f),M 2 (f)), pour tel. Soit ‘if 1’ image 
de I par M, c’est a dire l’ensemble des points de R 2 de la forme (xi,x 2 ) = {M\ (f), M 2 (f)) oil t e I ou 
encore 

c lo = {t) = (Mi(f),M 2 (f)), tel}. 

On dit que ^ est une courbe parametree du plan. 

Exemple 1. La courbe definie par les fo notions 

M\{t) ~ a\t + bi, M 2 {t) = a 2 t + b 2 pour teU 

definie une droite affine du plan. Si ai = 0 c’est la droite verticale x = b\, si a 2 = 0 on obtient la 
droite horizontale y-b 2 . 

La courbe definie par x\ = cos t et x 2 = sin t pour t e I = [0,2 jt] est le cercle de centre 0 et de 
rayon 1. 

La courbe definie par x\ = a cos t et x 2 = fisin t, oil a > b > 0 sont des parametres pour t e I = 
[0, 27t] est une ellipse de centre 0, dont le grand axe est horizontal, de longueur 2a. 

Le graphe de fonction de I dans U fournit un autre exemple elementaire de courbe parametree. 
Si / est une fonction de I dans R son graphe est la courbe parametree par 

\M x [t) = t 
| M 2 (f) = fit), tel. 

Remarque 2. On peut parametrer une meme courbe ( € de plusieurs manieres differentes. Par 
exemple la droite y - x peut etre parametree par 

X\ = t x 2 — t, t e R 


mais aussi par 

X\ = 2 1 x 2 = 2 1, t e R. 

De maniere plus generale, si J est un intervalle de R et cp une application continue strictement 
monotone bijective de / vers I, la courbe c € peut etre parametree comme 

x\ = (/1 °cp)(s), x 2 = [f 2 o(p)[s), sej. 

Supposons maintenant que les fonctions M\ et M 2 sont derivables. 
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Definition 2. Le point M(t) = (Mi (t),M 2 (t)) de lacourbe c € est dit ordinaire si 

[M[(t),M' 2 (t)] t (0,0). 

II est dit stationnaire si (MjULM^U)) = (0,0). 

Definition 3. Soit M(f 0 ) = (Mi(fo),M 2 (f 0 )) un point ordinaire. La droite passant par M(f 0 ) et de 
vecteur directeur {M[ (f 0 ), M 2 (to)), c’est a dire la droite parametree par 

Xi(s) - M[(t 0 )s+ etx 2 (s) = M' 2 (t 0 )s + M 2 (t 0 ), selR 

est appelee droite tangente en M(f 0 ) a la courbe c €. 


Tout vecteur non nul colineaire au vecteur ((M'UoLM'Uo)) est appelee vecteur tangent en 
M{to). II est souvent d’usage de representer un tel vecteur en prenant un point P de la droite 
tangente a c €, choisi de sorte que le vecteur M(t 0 )P d’origine M(t 0 ) et d’extremite P soit egal au 
vecteur tangent donne. Reciproquement, tout vecteur de cette forme est bien un vecteur tangent. 

Exemple 2. Considerons le cercle unite - C / A defini par 


Xi(f) = cost, x 2 (t)=sinL te[0,27r]. 


et le point M 0 = M(|), c’est a dire M 0 = [H V2,H \l2). La droite tangente a 5P l en M 0 a pour vecteur 
directeur (- 1 / \/2 , 1 / \/2) et peut etre parametree de la fagon suivante 


x\ 


t 1 

— + x 2 

s/2 s/2 


t 1 

— + — te\ 
s/2 s/2 


II s’agit aussi de la droite qui a pour equation 

X] + x 2 = s/2. 


Considerons maintenant de maniere plus generale une courbe donnee sous forme de graphe x 2 = 

(p(xi), oil cp est une fonction d’une variable reelle derivable. Un vecteur tangent a cette courbe au 
point M = (mi, m 2 ) est donne par 

f = {l,<p'{m 1 )). (2.3) 

La droite tangente a pour equation 

x 2 = (p'(mi)(x i - m ) + (p(mi). 

Notons pour finir que si tous les points sont ordinaires, alors le vecteur M'(t) ne s’annule ja- 
mais, et le parametrage nous fournit egalement une orientation de la courbe c €. On introduit dans 
ce contexte la definition suivante : 

Definition 4. On dit que le parametrage t^ M(t) est naturel si et seulement si on 

l|M'(f)ll = l. (2.4) 
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Bien entendu, dans un parametrage naturel, tous les points sont ordinaires. Reciproquement, 
si pour un parametrage tous les points sont ordinaires, on peut reparametrer la courbe en intro- 
duisons un parametrage naturel, sous la forme 

M(s) = Mocp(s). 


On a en effet 


de sorte que 


dM 

ds 


(s) = M\(p{s)).<p\s) 


dM . . 

\\ — {s)\\ = \\M'{(p{s))\\(p'{s), 
ds 

de sorte que le reparametrage doit verifier l’equation 

, 1 

cp is) = , 

r wmtpism’ 

equation que Ton peut integrer, grace en particulier au Theoreme de Cauchy- Lipschitz. 


Lorsque le parametrage est naturel, on note souvent s la variable du parametrage (que Ton 
appelle abscisse curviligne) et 

dM 

Tis) = —[s), 
ds 

le vecteur tangent, qui est alors unitaire, car || f (s) || = 1. 


Longueur d’une courbe. Soit ( £ une courbe parametree par t >-► M(f), t e I - [a, b\. On suppose 
que tous les points sont ordinaires, c’est a dire que M' ne s’annule pas sur /, et qu’il est bijective 
de I vers c &. 


Definition 5. On appelle longueur de c -€ la quantite 

r b 

LC€)= / \\M {t)\\dt. 

J a 


Cette quantite est positive, eventuellement infinie, et ne depend pas de l’orientation. On verifie 
par ailleurs que LC€) est independant du parametrage choisi. Si le parametrage est naturel, on a 
done 


LC€) = f ds. 

J a 


Exemple 3. Si une courbe est definie comme graphe d’une fonction / = [a, b] sur un intervalle, 
c’est a dire < t € = {{x,(p{x),xe I], alors, on a 


LC€)= [ b \\f(x)\\dx, 
J a 


ou le vecteur tangent T{x) est donne par la formule (2.3), c’est a dire T(x) = (1, cp'ix)) de sorte que 
|| f{x) || = \/l + (p'{x) 2 . II en resulte que 


U<#) = 




+ <p'{x) 2 dx. 
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Exemple 4. Calculons la longueur du cercle SPr de rayon R. Un parametrage est fourni par l’appli- 

cationM : [0, 2 tt[ — ► U 2 ,t<~* (f?cos f,f?sin f) de sortede -f-M(f) = (- Rsint,Rcos t) etdonc \\M(t)\\ = 

at 

Vr 2 cos 2 t + R 2 sin 2 t = R. II vient ainsi 


r-2n 

L(SPr) = / Rdt-2nR. 

Jo 

Exemple 5. Calculons la longueur d’une ellipse S a b < oil a > b > 0, parametree par M : [0, 2n [- 

d 

t— >■ M{t) = (ncos f, fisinf). On a done —M{t) = i~asint,bcos t), et ainsi 

dt 


d_ 

dt 


M{t) || = \/ a 2 sin 2 t+b 2 cos 2 t = \J a 2 + ( b 2 - a 2 ) cos 2 t, 


et done 


L[S a ,b)= f V a 2 + ( b 2 - a 2 ) cos 2 tdt- 21, oil I - f \J a 2 + ( b 2 - a 2 ) cos 2 td t, 
Jo Jo 

integrale que Ton ne sait pas integrer explicitement... 


2.3 Graphes, lignes de niveau 

Soit F une fonction de K 2 dans IR, D = 3>f son domaine de definition. Si X e D est un point de 
coordonnees(xi,x 2 ), on notera indifferement f{X) ou f{x i,x 2 ) son image. 

Exemple 6. Souvent, comme dans le cas reel, les fonctions seront donnees a l’aide de formules. 

- /(jci,jc 2 ) = ax i + bx 2 , a et b donnes, est une fonction lineaire 

- f{x i, jc 2 ) = ax i + bx 2 + c avec a, b, c donnes, est une fonction affine 

- fix i, jc 2 ) = - x\ + XiX 2 + X\ + 2x\ - 1 est un polynome. 

La fonction 

fix i,x 2 ) = ^Jl-xl + ^jl-xl 

est definie quand |X| | < 1 et |x 2 | < 1 e’est a dire sur le carre de centre 0 = (0, 0) et de taille 2x2 avec 
bord. La fonction 

fix i,x 2 ) = 

est definie pour |xd < 1 et |x 2 | < 1 saufpour |xfi = |x 2 | = 1 e’est a dire le carre de centre 0 = (0,0) et 
de taille 2x2 avec bord, mais prive de ses quatres sommets. Enfin, la fonction 

fix i,x 2 ) = 1 = 

est definie pour x\ + x| < 1 e’est a dire sur le disque sans bord de centre 0 = (0, 0) et de rayon 1. 

Des exemples de fonctions sur IR 2 abondent aussi dans de la vie courante : e’est le cas la fonc- 
tion qui atout point d’une carte associe l’altitude (carte IGN) en ce point, ou la temperature (carte 
meteo). 


1 -x 2 + 
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Le graphe T f de la fonction / est un sous-ensemble de R 3 = R 2 x R donne par l’ensemble des 
points de coordonnees (xi, x 2 , fix\,x 2 )), oil ( xi,x 2 ) parcours le domaine de definition : 


Tf = {(xi,x 2 ,x 3 ) g R 3 ,tels que (xi ,x 2 )£%, x 3 = /(x i,x 2 )} 

= {(xiX 2 ,fiXi,X 2 )),(Xi,X 2 )£@>f} c R 3 

C’est en generate une surface. Par exemple, dans le cas des fonctions affines, le graphe est un plan 
affine de R 3 . 

Une autre idee introduite pour identifier la distribution des valeurs de / c’est de representer 
les lignes de niveau. Elle est notamment utilisee en cartography, et est un moyen particulierement 
commode pour porter les altitudes sur une carte. 



Une ligne de niveau, est, pour une valeur c donnee, constitute par l’ensemble des points (xi,x 2 ) 
du domaine de definition de / dont l’image par / a pour valeur c. C’est done l’ensemble de [R 2 
defini par la relation 

fix 1,X 2 ) = c. 

A chaque valeur de c correspond bien entendu une ligne de niveau, notee f c . Une ligne de ni- 
veau peut etre, entre autres, l’ensemble vide, reduite a un point, ou encore etre une courbe ou un 
ensemble de courbes. 

Exemple 7. Soit / la fonction affine donnee par fix \,x 2 ) = X\ + jc 2 + 1. Les lignes de niveau sont 
done les droites du plan d’ equation 

X\ +x 2 = c- 1. 

Si / est la fonction d’ equation fix \,x 2 ) = x 2 + x\, alors la ligne de niveau c a pour equation 

2 2 

X 1 + X 2 ~ C - 

elle est done vide si c < 0, reduite au point 0 si c = 0, enfin pour c > 0, il s’agit du cercle centre a 
l’origine de rayon \fc. 
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2.4 Limites, continuite 

Les definitions que nous avons introduites au Chapitre 1 se transposent facilement au cas 
multi-dimensionnel. 

Soit / une fo notion sur R 2 et M 0 un point donne de R 2 . On supposera de plus que / est definie 
sur un disque ouvert non vide 


D{M 0 ,R) = {XeU 2 , \\X-M 0 \\>r} 
r > 0, contenant M 0 , sauf peut-etre en M 0 , c’est a dire que 

D{Mq, R) \ {M 0 } c Q) f . 

Definition 6. On dit que la fonction / admet une limite L en M 0 , ou que f{X) tend vers L lorsque 
X tend vers M 0 , si et seulement si : 

Pour tout nombre reel e > 0, il existe un nombre a > 0 tel que la relation 0 < \\X - M 0 \\ < a 
entraine 

\f(X) - L\ <e. 

On verifie que si une limite L existe, alors elle est forcement unique. On note alors 

L - lim f(X) ou encore f{X) — > ► L. 

M 0 M 0 

La propriete precedente exprime le fait que si X ^ X 0 se trouve a une distance de M 0 infe- 
rieure a a > 0, qui depend bien entendu de e, alors la difference entre f{X) et L est necessairement 
inferieure a e. On a, comme au chapitre 1 : 

Proposition 2. Solent f et g deux fonctions sur R 2 telles que f et g admettent comme limite en M 0 
les nombres L etK. Les fonctions f±getfg admettent alors les limites suivantes en X 0 : 

lim {f±g)(X) = L±K et lim (fg) (X) = LK. 

X^X 0 ° X^X 0 


de plus, siK f 0 alors on a 


lim - 

x^x 0 g 



La notion de continuite decoule directement de celle de limite. 

Definition 7. On suppose que f est aussi definie en X 0 . On dit que f est continue en M 0 si et seule- 
ment si f admet une limite en M 0 , egale a sa valeur f{M 0 ) en ce point. 

II resulte immediatement de la Proposition 2 que si / et g sont deux fonctions continues en 

/ 

un point M 0 , alors / + g, f - g, fg sontegalement continues en ce point. Si g(M 0 ) f 0, alors — est 

g 

egalement continue en X 0 . 
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Exemple 8. Les fonctions polynomials, c’est a dire du type 

n 

fix i,X 2 ) = X a ij x \ x [ 
hj = 0 

sont continues en tout point de R 2 . Les exemples les plus simples de telles fonctions sont les fonc- 
tions affines, de la forme 

fix i,x 2 ) = a x x\ + a 2 x 2 + fi. 

Par ailleurs, si g est une fonction d’une variable reelle continue sur un intervalle ouvert I, alors la 
fonction de deux variables / definie par 

fixi,x 2 ) = gix{} (2.5) 


est continue sur I x IR. 

Nous aurons a plusieurs reprises a considerer des fonctions F de R 2 a valeurs dans R 2 . Une telle 
fonction peut done s’ecrire 

Fix i,x 2 ) = [fiixi,x 2 ),f 2 ixi,x 2 )] 

oil fi et f 2 designent des fonctions de deux variables a valeurs reelles, c’est a dire de R 2 vers R 2 . 
Nous dirons que F est continue en X 0 si et seulement si les deux fonctions /! et f 2 sont continues 
enl 0 . 

Remarque 3. On pourra verifier que F est continue en Xo si et seulement si pour tout nombre reel 
e > 0, il existe un nombre a > 0 tel que la relation 0 < || X - X 0 1| < a entraine 

||F(X 0 )-F(X)|| <e. 

Passons maintenant a la loi de composition o, pour laquelle il convient de distinguer plusieurs 
cas, au vu des divers types de fonctions que nous avons considered jusqu’ a present. 

Considerons tout d’abord une fonction a deux variables f, c’est a dire de R 2 a valeurs dans R, 
supposee continue en un point X 0 de 2>f. Soit ensuite une fonction h d’une variable reelle, c’est a 
dire de R vers R, definie en fiX o) et continue en ce point de R. On a alors 

Proposition 3. Si f, h, X 0 sont comme ci-dessus, alors la fonction ho f, definie par ih o /) (X) = 
h{fiX)) est continue en X 0 . 

Exemple 9. la fonction g definie par 

gix 1 ,x 2 ) = e x i +x z 

est definie sur tout R 2 . On peutecrire g - ho f, oil / est la fonction polynomial de deux variables 
definie par fixi,x 2 ) = x 2 x + x 2 z et la fonction fi est la fonction d’une variable reelle definie par h(x) = 
e x , pour tout xeR. Ces deux fonctionsetant continues, il en resulte que g Test egalement. 

Considerons maintenant un deuxieme type de composition celui oil on commence par une 
fonction fi de R a valeurs dans R 2 c’est a dire de la forme 

hix) = (fii(x),fi 2 (x)) 

Si F est une fonction de deux variables. Soit x 0 in point de R. On suppose que hi et fi 2 sont conti- 
nues en xo et que F est continue en fi(xo). on a 
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Proposition 4 . Si f, h, Xo sont comme ci-dessus, alors la fonction f oh, definie par (/ o h) (x) = 
f{h{x)) est continue en xo. 

Considerons enfin un dernier cas, celui ou on a deux fonctions F eL II de R 2 vers R 2 telles que 
F est continue en X 0 et FI continue en F(x 0 ). alors 

Proposition 5. La fonction Fo H, definie par [F o H) (x) = F (M(x)) est continue en X 0 . 


2.5 La notion de derivee partielle 


Considerons une fonction de deux variables reelles et un point M = (mi, m 2 ) de R 2 . Si Ton fixe 
l’une des variables, et que Ton fait varier l’autre, on obtient une fonction d’une variable reelle. Plus 
precisement, posons pour t e R 

j flit) = /(mi + t, m 2 ) 

\f2it) =/(m 1 ,m 2 + f). 

Pour definir la fonction f\ on se restreint done a la droite horizontale D\ passant par M d’ equa- 
tion x 2 = m 2 , ou encore de parametrage X! = mi + t, x 2 = m 2 et et de meme pour definir f 2 on 
se restreint a la droite verticale D 2 passant par M et d’equation xi = mi, encore de parametrage 
xi = mi, x 2 = m 2 + t. On suppose par ailleurs que les fonctions f\ et f 2 sont derivables en t = 0. Les 
derivees partielles correspondent alors aux derivees en 0 des fonctions precedentes. 


Definition 8. On appelle derivee partielle de / en M 0 par rapport a la variable xi la derivee f{(0). 
On la note 

fL (M 0 ), d x J{Mo) ou encore ^(M 0 ). 

OX\ 

On a done 

d f .... v /(mi + f,m 2 )-/(mi) 

— (M 0 ) = lim . 

OXi t—*o t 

De meme, on appelle derivee partielle de / en M par rapport a la variable x 2 la derivee / 2 '(0). On la 

, df 

not e/ x (M 0 ), d X2 f[M 0 ) ou encore - — (M 0 ). On a done 

OX'> 


df , /‘(mi, m 2 + t) - f(mi) 

~r L (Mo) = lim — — — — — — — — . 

dx 2 r— 0 t 
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Remarque 4. Notons, par ailleurs que si f\ est derivable, alors 


et de meme si f 2 est derivable, alors 


f[{t) = -M mi + t,m 2 ) 

0 X\ 


/ 2 (f) = + t). 

C/Xi 


Lorsque les derivees partielles existent en tout point du domaine Q>, elles definissent des fonc- 
tions a deux variables sur ce domaine, que Ton note 

. . df df 

f Xl > fx 2 > ou d xJ,d X2 ,f ou encore— . 

Exemple 10. Considerons le polynome f{x\, x 2 ) = x\ + x\ + X\X - 2. On a 

f' Xl (xi , x 2 ) = 2x\ + x 2 et f ' X2 = 3^2 + x 2 . 

Comme dans le cas de fonctions d’une seule variable, on a les regies de calcul suivantes : 

Proposition 6. On a pour i = 1,2 

(/ ± g) x, : = f' Xi ± g'x, > ( fg ) x, : = f Xi g + fg' x , ■ 


/V fxig-fg'xi 


De plus si Id oil g ne s’annule pas 


Notons egalement la propriete suivante : 

Proposition 7. Soitf une fonction derivable sur U 2 . On suppose que 


alors il existe une fonction g : I 


telle que 


fix 1 ,X 2 ) =g(x 2 ), 


c’est a dire que f ne depend que de la variable x 2 . De plus, on a 


, d f 

g (x 2 ) = — (Xi,X 2 ). 
dx 2 


Demonstration. Par integration, on a 


C Xl df 

/(xi,x 2 ) = /(0,x 2 ) + / — is,x 2 )ds = f[0,x 2 ). 

Jo OXi 


En posant g(x 2 ) = /( 0, x 2 ) la conclusion en decoule. 
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2.5.1 Developpement limite a l’ordrc 1 


Afin de pouvoir ecrire un developpement limite au premier ordre pres d’un point M = (mi, m 2 ) 
donne, il faut, non seulement supposer que la fonction possede des derivees partielles en ce point, 
mais egalement que ces dernieres soient definies et continues dans un voisinage de ce point : les 
hypotheses sont done plus exigeantes qu’en dimension 1. Dans ces conditions, on a 

Proposidon8. On supposee que f' x . est definie et continue pres de M = (m 1 ,m 2 ), pouri = 1,2. Alors 
on a pour h = [hi, h 2 ) petit 

f{M+h) - f{ni\ + hi, m 2 + h 2 ) = /(mi, m 2 ) + hif Xl {mi, m 2 ) + h 2 f' X2 {m lt m 2 ) + \\h\\e{h), (2.6) 

oil la fonction e est definie pres de 0 et verifle 


lim c{h) = 0. 

h^O 


Idee de la demonstration. On se deplacant selon des lignes horizontales et verticales unique - 
ment, on peut decomposer : 

F{M+h)-F{M ) = [/(mi + hi,m 2 + h 2 ) -/(mi,m 2 + h 2 )] + [/(mi, m 2 + h 2 ) - /(mi, m 2 )] 


rhi 

= /; 

Jo 


(mi + s, m 2 + h 2 )ds + 


rh-i 

l f » (mu 


m 2 + s)ds 


hif' m + h 2 f'm+ 


(2.7) 


f [fx 1 (m 1 + s,m 2 + h 2 )-fx 1 (M)]ds+ f [f X2 {m 1 ,m 2 + s)- f' X2 {M)]ds 

J 0 «/ 0 



Posons pour r > 0 et 

e(r)= sup \fUX)-fm\. 

XeD{M,r),i= 1,2 

Comme f est supposee continue en M, nous obtenons 

lim e{r) = 0. 

r— >0 

Par ailleurs, en revenant a (2.7), on trouve 


| F{M+h)-F{M) - h\f' x fM) - h 2 f' X2 m\ < (l^il + |h 2 |)e(||/z||), 
d’o u la conclusion decoule. 


□ 
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2.5.2 Le gradient 

Si f est derivable au point M, alors on introduit le vecteur gradient de /, note V/ ou grad f par 

Si / est derivable sur tout le domaine D, on definit ainsi une nouvelle fo notion de deux variables a 
valeurs dans R 2 . Sous les memes hypotheses qu’au paragraphe precedent sur /, on peut ecrire le 
developpement (2.6) sous la forme condensee 

f'{M + h) - f{M) = fi.grad/(M) + \\h\\e(h). (2.8) 

Considerons maintenant une droite quelconque D passant par M, de vecteur directeur e, suppose 
de norme 1, c’est a dire ||e|| = 1. Si on parametre la droite par M{t) = M + te, et que s’interesse a la 
restriction fo definie par 

f D {s) = f{M + se . ) 

la formule (2.8) montre alors que f D est derivable en 0 et 

f>) = e.grad f{m). 

On peut en conclure que f est derivable dans toutes les directions, et que la direction dans laquelle 
la fonction croit le plus est celle du gradient. 

On a par ailleurs : 

Proposition 9. Soitf une fonction derivable sur 1R 2 telle que 

grad / = 0. 

Alors la fonction f est constante, c’est a dire il existe une constante cei telle que 

f = c. 

Demonstration. La propriete resulte directement de la Proposition 7. En effet, comme - 0, on a 

fix 1 ,X 2 ) = g{x 2 ), 

pour une fonction d’une variable g. Comme par ailleurs 

g'ix 2 ) = ^-ixi,x 2 ) = 0 , 
ox 2 

la fonction g est constante et la conclusion en decoule. 

Remarque 5. On montre de meme que si grad / = (a \ , a 2 ) est un vecteur constant sur 1R 2 alors la 
fonction / est necessairement une fonction affine. Pour s’en convaincre, II suffit de considerer la 
fonction g(x \,x 2 ) = fix \,x 2 ) - ia x x \ + a 2 x 2 ) et de verifier que grad g = (0,0). 
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2.5.3 Derivation des fonctions composees 

Nous avons rencontre plusieurs exemples de fo notion composees a la Section 2.4. Voyons main- 
tenant comment deriver de telles fonctions, en commengant par quelques situations simples. 


Premier exemple. Soit / une fo notion de R 2 dans R 2 et g une fonction de R dans R. On considere la 
fonction G definie par G = g ° f \ U 2 -+ R, M G(M ) = g ( f{M )), pour M e R 2 . On a alors 

Proposition 10. On supose f derivable en M et g derivable en f{M). Alors G est derivable en M et 

G' x .m = g'{f{M))f' Xi {M), pour i = 1,2, 

etdonc grad G(M) = g'(/(M)) grad/(M). 

Preuve. Pour i = 1, et t £ R petit, on a, si M = (mi, m 2 ) 


G(mi + t, m 2 ) - G{m\, m 2 ) = gif {mi + t, m 2 )) - g{f{mi,m 2 )) = gifiit)) - g(/i(0)), 


et done 


, G{m\ + t,m 2 )-G{mi,m 2 ) 

lim 

0 t 


= ig°fiYm = g'(/i(o))//(o) = g'{fm.f Xl m. 


□ 


Deuxieme exemple. Soit / une fonction de R 2 dans R, derivable dans le voisinage d’un point M, de 
derivees continues, et soit n une fonction d’une variable 5 a valeur dans R 2 


n{s) = [n 1 [s),n 2 (s)), 

telle que n(so) = M. On suppose h derivable en so. Une telle fonction n represente par exemple le 
parametrage d’une courbe % J , ou la trajectoire d’une particule se deplagant le long de c € au cours 
du temps designe par la variable 5. On s’interesse ici a fonction <p : R — R definie pae 

<p{s) = f o n{s) = f{n{s)). 

Si on reprend l’image de la particule se deplag ant sur la courbe , alors <p{s) designe la valeur de 
/ au temps s mesuree sur la particule. 

Proposition 1 1. La fonction <p = f 0 n de R d valeur dans R est derivable en s 0 et 

<p'{s) = ifonfiso) = H'(s 0 ).grad/(M) = n'{s 0 ) .gmdf{n{s 0 )) 

= f Xl {n{s 0 ))n[{xo) + f^inisoPn^iso). 
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Idee de la demonstration. On passe par les developpements limites a l’ordre 1 . On ecrit tout d’abord 
le developpement limite de n pres de s 0> a savoir pour h petit 

n(so + h) = n{so) + h.nfso) + he(h), o u e{h) — >• Olorsque h—> 0. 


Posons 

k{h) = n{s 0 + h)-M- h(n'{s 0 ) + £[h)), 

de sorte que || k{h) || < C| h\ pour h petit, oil C est une constante. Utilisons maintenant 2.8, a savoir 

f(n(so + h )) - f{M) = /(M + kfi)) - f(M) = k(h). grad f(M) + \\k(h)\\£(k(h)),ou e(k ) — <• 0 lorsque k -* 0, 
= h(n'{s 0 ).gradf{M) + h.e 2 {h), 

oil e 2 ( h ) -*■ 0 lorsque h — 0. □ 

Troisieme exemple. Voyons maintenant une autre situation tout aussi importante, et qui corres- 
pond en particulier a des changements de variables. Soit U une fonction de U 2 dans IR 2 , qui peut 
done s’ecrire sous la forme 

U{X) = {ui{X),u 2 {X)) 

qui sera suppose derivable pres d’un point M donne, de derivees continues, e’est a dire telle que iq 
et u 2 sont derivables, de derivees partielles continues. Soit / une fonction de R 2 dans R derivable 
pres de U (M) de derivees partielles continues. Considerons la fonction F - foIJ 

F{M) = u 2 {M)). 


Proposition 12. La fonction F = fo U est differentiable en M. De plus 

| F , Xi m=Cmm)iu 1 y Xl m+fi 2 mm)iu 2 y Xl m 
1 F , X2 m = fL 1 mmiu 1 )' Xz m+f U2 {um)iu 2 y X2 m. 

Idee de la demonstration. Pour teU petit, on a 

F{m\ + t, m 2 ) = fon{t), 

oil n une une fonction de R dans R 2 definie par n{t) = {u\{m\ + t, m 2 ), u 2 {mi + t, m 2 )). On a 

n'm = [(u l y Xl m,(u 2 y Xl m), 

On a done, en utilisant la Proposition 1 1 il vient 

F' Xl {M) = (/on)'(0) = H'(0).grad/(M), 

ce qui donne le resultat. 

Remarque 6. Nous verrons plus loin que ce resultat s’ecrit de maniere plus condensee en utilisant 
la matrice jacobienne de U donnee par 


DulM ) = 


y xi 

(“2)!n 


(uiY X2 ) 

iu 2 yj 


Les relations (2.9) s’ecrivent alors sous forme matricienne 


gradF(M) = grad f{U{M)) • D U {M), 


( 2 . 10 ) 


oil le point • designe la multiplication des matrices et grad / est considere comme un vecteur ligne. 
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Exemple 11 . Illustrons le calcul precedent en voyons comment differentier une fonction en coor- 
donnees polaires. Rappelons que si X = (. xi,x 2 ) est un point du plan R 2 de coordonnees polaires 
(r,0), avec r > 0, alors 

Xi = rcos0, x 2 -r sind. 

Ceci nous conduit a introduire 1’ application O de Q) - R + x R dans R 2 definie par 

O [r,9) = (<J>i(r,0),O 2 (r,0) = (r cosd, r sin0). (2.11) 


On verifie que O est derivable sur son domaine de definition et que ses derivees partielles sont 
continues. En effet, on a 

| (®i)' r (r,0) = cos 6, (Oi y g (r,G) = -r sin0 
| (0 2 Y r [r,d) = sin 6, (O 2 )g(r,0) = rcos0. 

Si / est une fonction definie en coordonnees cartesiennes, son expression en coordonnees po- 
laires sera F = f o$. On aura done 


F' r ir, 9) = f (M) sin0 + f (M) cos 9 


et 

F' g (M) = (M) r cos 9 - f' X2 r sin0. 

On peut reecrire ces formules en introduisant les vecteurs unitaires 

M 


Cr — 


l|M|| 


= (cos0,sin0), et eg = (-sin0,cos0) 


qui sont orthogonaux, de sorte que 


( 2 . 12 ) 

(2.13) 


F r {r,9 ) = e, -grad f et F g {r,9 ) = re 0 .grad/. 


Remarquons que Ton peut deduire de ces calculs l’expression de grad / en coordonnees polaires, 
a savoir 


grad / = F r {r, 9) e r + -F e {r, 9) e e . 

Remarque 7. Remarquons que Ton peut egalement ecrire la formule (2.12) sous la forme 


dF df df 
r — = x i - — + x 2 - — 
dr dxi dx 2 


et la formule (2.13) sous la forme 


dF df df 

do ox\ 0X2 


2.5.4 La matrice Jacobienne 

II est possible de donner une forme plus concise aux resultats precedents en introduisant la 
matrice Jacobienne. Considerons de maniere generate une application f de U k vers R”, oil les 
no mb res k et n peuvent prendre les valeurs 1, 2, voire 3 dans les chapitres ulterieurs. On peut 
ecrire 

fix i,...,x fc ) = (/1 (xi , . . . , xf), (xi, ... , Xjc)) . 
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On dira que f est derivable si et seulement si toutes les fonctions f le sont, pour i = 1 On 
introduit alors la matrice Djkn lignes et k colonnes, matrice dont les lignes sont composees des 
gradients des fonctions /,-, i = 1,..., n. On a done 

f dj± dfi 

dx\ ' ' ' dxjc 

D f = j j . (2.14) 

dfn df n 

V dx\ ' ' ' dxfc j 

Exemple 12. Soit F est une application lineaire de U k vers D?” definie par une matrice 

4l = (di,j)l<i<n, 1 <j<k 

a n lignes et k colonnes, c’est a dire telle que 

t f(X) = A t X. (2.15) 

Ici 1 f et r X designent les vecteurs colonnes associes aux vecteurs lignes fix ) et X respectivement 
(ce sont aussi leurs matrices transposee, si on considere ces vecteurs lignes comme des matrices). 
Plus precisement, on a 

r xA f filX) 

l X= : et f /(X) = : 

k Xk ) K fn (-^0 

la relation matricielle (2.15) donne done f iX) = a it ix i + . . . di^Xk- Alors 

D f iX) = A,VXeU k . 

Si par ailleurs, on note comme precedemment 

j hi 
l h= : 
k hk 

alors les developpements limites du type (2.8) peuvent s’ecrire 

/(M + h) - /(M) = Df[M) ■ t h+ \\h\\eih), (2.16) 

ou e tend vers 0 lorsque h tend vers 0 (c’est a dire chacune de ses composantes), et oil le produit 
Df[M ) • f h designe la multiplication des matrices, c’est a dire 

Df(M)h = 

Le produit precedent definit une application lineaire 

h^DfiAD^h 

de U k a valeurs dans U n . Cette application est appelee application lineaire tangente a / au point 
M. L’ application affine 

h~D f {M)-h + f{M) 

est une appproximation a l’ordre 1 de f pres de M. 
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Proposition 13. Si <E> est unefonction U" vers U k derivable de derivees continues pres de M etF une 
fonction de U k vers IR 1 ’, derivable de derivees continues pres de ( b{M) alors F o O est derivable pres de 
M et la matrice Jacobienne de la composee F o O enM est donnee par 


DfMM)=D f mM))-D 9 m. (2.17) 

Si ® est une une fonction de IR” vers U n , derivable de derivees continues pres de M, telle que O -1 
exist e pres de O(M) et telle que d${M) soit inversible, alors 


Exemple 13. Reprenant l’application O donnee par (2.11) et qui exprime les coordonnees carte- 
siennes en fonctions des coordonnees polaires. Sa matrice jacobienne est done 


dq>{r,9 ) = 


dxi 

dx \ ) 


M 

Ml 

= 

dr 

de ) 



COSd 

sind 


-r sind' 
rcosd 


La matrice inverse de cette matrice se calcule comme 


cosd sind ) 

, --^sind ycosdj' 

II resulte done de la proposition que Ton a 


dr 

dr 

S dl 

d M 

dx\ 

dx 2 


cosd sind \ 
, -ysind icosdj 

Xl X2\ 
r r I 
_X2 x\ • 

k p2 y2 ) 


(2.18) 


2.5.5 Derivees secondes 

Lorsque / est derivable sur 1’ ensemble de son domaine de definition, ceci definit de nouvelles 
fonctions, les derivees partielles. Lorsque ces dernieres sont elles-memes derivables, les derivees 
de ces dernieres sont appelees les derivees secondes. Ainsi, si / est une fonction sur l 2 on a 4 
derivees partielles d’ordre 2, a savoir 

fU = (0 X] J" ]X2 = = VkK et fx 2 x 2 = (/x 2 ), 2 

on utilise aussi souvent les notations 

d 2 f d 2 f d 2 f d 2 f 
d 2 xi’ dxidx 2 ’ dx 2 dxi 6 d 2 x 2 . 

En guise d’ exemple on peut remarquer que si / est une fonction affine, toutes les derivees 
secondes sont nulles. C’est d’aileurs une condition necessaire et suffisanle, lorsque le domaine 
est connexe. 

Dans l’exemple 10 ci-dessus, on obtient, dans l’ordre, les fonctions suivantes :. 

2 , 1 , 1 , 6 x 2 . 

On constate sur cet exemple que les derivees secondes "croisees" sontegales. Ceci est en fait une 
consequence du resultat general suivant, souvent appele Theoreme de Schwarz ou de Clairaut- 
Schwarz. 
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Theoreme 1. Si les derivees secondes existent et sont continues pres d’un point M donne, alors on a 
Videntite 


d Id f 


dxi \dx2 


d Id f 


— (M) = — -H (M). 


6x2 Idxi 


c’est a dire 




Idee de la demonstration. Supposons pour simplifier que M = 0 et, de plus, que /( 0) et les derivees 
partielles premieres de f sont nulles en M - 0 : on peut toujours se ramener a ce dernier cas en 
soustrayant a f l’application affine tangente en M = 0, les derives secondes restant inchangees. 
Dans ces conditions, reecrivons, pour h = {hi, h 2 ) donnes, la decomposition (2.7) sous la forme 


r h 2 df r h i df 

f(h)= -^-(0 ,s)ds+ -rM s,h 2 )ds . 

Jo ox 2 Jo ox 1 


Par integration on peut ecrire pour 0 < s<h 2 


(2.19) 


df f* d f , d 1 2 f 1 
^-{0 ,s)= - L {0,t)dt=s-^{0,0) + \\h\\ei{h), 

dx 2 Jo d z x 2 o-x 2 

o u la fonction £q tend vers 0 quand h tend vers 0. De meme, on a pour 0 < 5 < hi 


df , df , r s d 2 f 
- — is,h2) - - — ( 0 ,^ 2 )+/ — ( t, 

dx\ ox i Jo o z x i 


h 2 )dt. 


Comme on a par ailleurs 


df r h 2 d 2 f d 2 f 

{0,t)dt=h 2 —^— (0,0) + ||fi||e 2 (fi) 

OX 1 Jo aX20Xi OX25 Xi 

oil la fonction e 2 tend vers 0 quand h tend vers 0, de sorte que 

|^(5, h 2 ) = s^-{ 0,0) + h 21 ^—{0,0) + \\h\\e 3 {h). 

OX\ O z X\ OX 2 OX 1 


( 2 . 20 ) 


( 2 . 21 ) 


ou la fonction e 3 tend vers 0 quand h tend vers 0. En reportant les developpements (2.20) et (2.21) 
dans (2.19), on obtient apres integration, le developpement limite 


1 J 2 f d 2 f 

f{h) = 0,0) + hih 2 

2 d z x 1 ox 2 oxi 


{0,0) + ]-h 2 ^-{0,0) + \\h\\ 2 £{h). 
2 d 2 x 2 


(2.22) 


oil la fonction £ tend vers quand h tend vers 0. Rappelons que nous avons obtenu cette formule en 
partant de l’egalite (2.19), qui correspond a une integration en suivant le chemin vert ci-dessous 
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C o / *0 


hs A ) 


I 






Si nous remplagons le chemin en trait plein vert par le chemin en pointilles rouge, alors nous 
obtenons la formule 

r h i df r h 2 df 

f(h)= - L ( s,0)ds + —— {h\ , s)ds. (2.23) 

Jo OXi Jo dx 2 

qui par des arguments analogues a ceux developpes plus haut menent au developpement limite 

f(h) = 0,0) + h\ h 2 (0, 0) + \h\ |^(0, 0) + \\h\\ 2 £{h). (2.24) 

2 o z xi axidx 2 2 0 ^X 2 

oil la fonction e tend vers quand h tend vers 0. Comme on peut identifier les premiers termes des 
deux developpements, la conclusion en resulte. 

□ 

Remarque 8. Lorsque / admet toutes les derivees jusqu’a l’ordre n et lorsque ces derivees sont 
continues, alors l’ordre dans lequel on effectue les derivation n’a aucune importance. Pour n deri- 
vations oil interviennent p la variable Xi et q fois la variable x 2 , avec n = p + q on note 

d n f 

dPx \d c ix 2 

la derivee partielle correspondante. Par exemple pour n - 3 les derivees partielles d’ordre 3 sont 

g3f g3j~ g3f d 3f 

d 3 Xi’ d 2 x\dx 2 ’ dx\d 2 x 2 d 3 x 2 


Notons que nous avons obtenu lors de la preuve du Theoreme 1 le developpement d’ordre 2 
d’une fonction a deux variables. On a done : 


Theoreme 2. Si les derivees secondes existent et sont continues pres d’un point M donne, alors on a 
pourh = [h\,h 2 ) 


f{M+h ) = f{M) + fi.grad/(M) + ^ AX 


(M) + h\h,2 


d 2 f 

dx 2 dxi 


(M) + -h: 


, d 2 f 
4^X2 


(M) 


+ 


-e(fi) 


(2.25) 


= /(M) + fi.grad/(M) + -Hess/(M) • (fi, h ) + 


-£{h), 
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o u lafonction e tend vers quand h tend vers 0, oil Hess f{M) designe la matrice symetrique 


f 

Hess /(M) = 

k 


Z (M > 


d 2 f 

dx 2 dx 

d 2 f 

d 2 x 2 


~{M) 

(M) 


; 


et I’expression Hess f{M) ■ ( h, h) la forme quadratique associee, c’est a dire 


Hess /(M) ■{h,h) = h- Hess /(M ) 1 h 

( 

= {h\,h 2 ) • 


d 2 f 


d 2 f 

dx 2 dx] 

d 2 f 


(M) 




hi 

h 2 


2.6 Le theoreme des fonctions implicites 

Nous avons vu jusqu’a present deux manierse de representer la notion intuitive de ligne dans 
U 2 : les courbes parametree d’une part, les lignes de niveau d’ autre part. Les resultats de cette par- 
tie vont nous convaincre que pour une large part, ces deux notions coincident. 


On considere une fonction / supposee derivable sur son domaine de definition. On s’interesse 
a l’equation 

flxi,x 2 ) = 0, (2.26) 

et a 1’ ensemble de ses solutions, a savoir 


^ = {(Xi,x 2 ), f{xi,x 2 ) - 0}, 


(2.27) 


qui correspond a l’ensemble de niveau f c pour c = 0. Comme nous l’avons vu, notre intuition nous 
amene a penser que ^ est une courbe. Or nous avons jusqu’a present represente les courbes sous 
forme de parametrage, et Ton peut se demander si il est possible de parametrer localement ( £ . 

Exemple 14. Nous avons deja vu que le cercle .5^ 1 pouvaitetre parametre par une application de 
[0, 27r] a valeur dans IR 2 , a savoir 

t^ M{t) = ( cost,sint ), 


mais on a aussi 

= {(xi,x 2 ),x 2 + x|-1 = 0} 

c’est a dire de la forme (2.27) avec f{x\,x 2 ) = x 2 + x\ - 1. 


Une question naturelle est done la suivante : 

Sous quelles conditions c € est-elle une courbe parametree ? 


En fait, nous allons voir que, sous des hypotheses adequates, on peut pour les elements de ^ 
exprimer localement une des variables, par exemple x 2 , en fonction de l’autre, ici Xi de sorte que 
localement est un graphe. 

Pour fixer les idees, commengons par regarder le cas ou la fonction / est affine, c’est a dire 
supposons que l’equation a la forme 


niXi + a 2 x 2 + b = 0. 
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Si a 2 / 0, on obtient immediatement %2 connaissant Xi a savoir 


a\X i + b 

x 2 = 

a 2 


de sorte que l’ensemble des solutions de (2.26) est le graphe de la fonction <p de la variable xi 
donnee par 

a\X\ + b 

(p{x 1 ) = , 

0-2 

et 1’ ensemble des solutions est done une courbe parametrique 


^ = {(Xi,0(Xi),Xi £ K}. 

En revanche a 2 = 0, alors, on ne peut plus exprimer X 2 en fonction de xi. En revanche, on peut 
exprimer x\ en fonction de X 2 si a\ / 0, et dans ce cas la egalement on obtient aussi une courbe 
parametree. Le seul cas oil on n’ obtient pas de courbe est celui o u 


iai,a 2 ) = (0,0) 

cas, oil en fonction de c on obtient soit l’ensemble vide, soit l’espace tout entier. Notons au passage 
que (fli, a 2 ) = grad/, qui est bien la quantite a etudier. On a en effet le resultat general suivant, que 
nous admettons : 

Theoreme 3. Soit f une fonction qui admet des derivees partielles sur son ensemble de definition, 
etsoitM = (mi, m 2 ) solution de (2.26). Supposons que 

df 

— (M)/ 0. (2.28) 

ox 2 

Alors il existe un voisinage U de M dans K 2 , un intervalle ouvert I contenant m\, une fonction 
(p:I-*U telle que Vensemble des solutions de (2.26) dans U soit exactement de la forme 


(xi,<p(xi)), xi e I. 


Sous l’hypothese (2.28), et pres de M l’ensemble des solutions est done un graphe, celui de la 
fonction <p. Si on a 

df 

tMM)/ 0, 
axi 

alors on peut changer le role de xi et X 2 et trouver une fonction if/ telle que xi = if/{x 2 ) pres de M, 
et de nouveau la courbe est localement un graphe, done parametree. Le seul cas oil on ne peut 
conclure est celui oil 

grad /(M) = 0. 

Le resultat precedent permet de calculer les vecteurs tangents au solutions de (2.26). On a tout 
d’abord 


Proposition 14. Sous les hypotheses du Theoreme 3 on a 


< p\s ) = - 


f x S s Ms)) 

fx 2 (s,(p(s))' 
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Demonstration. On a pour s e I, f{s,cp{s)) = 0. Posons pour s e I, n(s ) = (ni(s), n 2 {s )) de sorte que 
la relation precedent e s’ecrit 

fo n(s) = 0, Vs e I, 

d’ou il resulte, en derivant par rapport a s que 

if on)' is) = 0 , Vim e /. 

. On peut calculer cette derivee grace a la proposition 1 1 de sorte que 

(/ o rc)'(s) = n' is). grad finis)) = f Xl is,(pis)) + f X2 is,(pis))(p'is)) =0. 

La conclusion en decoule. □ 

Ceci permet finalement d’etablir 

Theoreme4. SoitM une solution de (2.26) telle que 


grad/ (M) / 0. 


(2.29) 


Alors il existe un voisinage U de M telle que MnU soit une courbe parametree. De plus, le vecteur 


grad L fiM) = {-f' X2 iM),f' Xl iM)) 


(2.30) 


est alors tangent a la courbe fix i , x 2 ) = 0 en M. 


Demonstration. Supposons pour commencer que — — (M) / 0. Dans ce cas, l’ensemble des so- 

ox 2 

lutions est localement donne par le graphe x 2 = cpixi), et il resulte alors de (2.3) que le vecteur 

, f Xl m 

(l,(p'(mi)) = (l,--£ ) 

fx 2 (M) 

est tangent a ce graphe. En multipliant par // (M) on obtient la resultat. 
df 

Si - — (M) = 0, alors necessairement, comme le gradient ne s’annule pas en M, on doit avoir 
dx 2 
df 

- — (M) / 0, et on reprend le meme raisonnement en echangeant les roles de x\ etx 2 . 


Remarque 9. On a 

grad^/lMl.grad/lM) = 0 (2.31) 

Exemple 15. Revenons au cas du cercle S 1 , avec fix i,x 2 ) = ^ + x 2 2 -1.0na^ = 2x 2 , et done, 
les deux seuls points ou cette derivee s’annule sont (1,0) et (-1,0). Si x 2 > 0, alors on peutecrire 
1’ equation du cercle comme 


et on a done 


x 2 = y 1 — Xp 


(pix 1 ) = Jl-xf, 


et de meme si x 2 < 0, alors on a cpix 1 ) = -Wl-Xj.un vecteur tangent a la courbe est donne par 


grad ± /(xi,x 2 ) = (2 x 2 ,2xi) = 2(-x 2 ,Xi). 
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Remarque 10 . La condition (2.29) est une condition suffisante pour que c € soit localement pres de 
M une courbe parametree, ce n’est cependant pas une condition necessaire. Pour s’en convaincre, 
on peut remarquer que *€ correspond egalement a 1’ ensemble de niveau de la fonction f 2 , a savoir 

= {(xi,x 2 ) e U 2 , fix i,x 2 ) = 0}. 

Or on a pour tout M e K 2 , 

grad/ 2 (M) = 2/(M)grad/(M), 

de sorte que 

grad / 2 (M) = 0 pour M e c € . 

Exercices 


Exercice I 

Soit f une fois deux fois derivables de derivees secondes continues. On suppose que 

Hess/(M) = 0, pour tout M e U 2 . 
montrer que / est une fonction affine. 


Exercice II 

Soit / une fonction derivable de K 2 dans K el n une fonction de 1 dans IR 2 telle que 


d — 

— n{t) = -grad/(H(f)). 
dt 

calculer 


Exercice III 

Soit / une fonction derivables sur IR 2 de derivees continues. On suppose que 

df df 
+ 2 —^— = 0 . 

OXi 0X2 

On pose U\ = 2x! -x 2 , u 2 = 2xi + x 2 , et F{u\, u 2 ) - fix i,x 2 ). Montrer que 

dF 

= 0 . 


dm 


en deduire qu’il existe une fonction d’une varibale reelle g telle que 

fix i,x 2 ) = g(2xi - x 2 ). 
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Exercice IV 


A) Soit F une fonction sur U 2 ayant des derivees secondes continues. On suppose que 

d 2 F _ Q 
dxidx 2 

Montrer qu’il existe des fonctions f\ et f 2 une variable reelle telles que 

Fix i,x 2 ) = fiixi) +/2U2). 

B) Soit g une fonction definie sur IR 2 telle que 

a 2 / a 2 / 

— — = 0 . 

a 2 xi d 2 x 2 

On considere le changement de variable lineaire de U 2 —> (R 2 defini par 

iui, u 2 ) - ix l} x 2 ) = [ 2 , - ± Y ± ) ’ 

et on pose G{u\ } u 2 )- g(x i,x 2 ). Montrer que 

q2g -0 
du\du 2 

C) En deduire qu’il existe des fonctions gi et g 2 telles 

gix i,x 2 ) = gliXi-X 2 )+g 2 iXi+X 2 ). 


43 



Chapitre 3 

Champs de vecteurs 


3.1 Premieres definitions 

Soit @ un domaine de R 2 . 

Definition 1. On appelle champ de vecteurs sur 3> toute application V d’un domaine 2> de R 2 d 
valeur dans R 2 : 

Meg>~ E(M) = {Vi {M),V 2 {M)), 

oil lesfonctions Vj et V 2 sont des applications scalaires sur Q>, c’est a dire des applications de @> vers 

R. 


Nous avons deja rencontre cette notion lors du chapitre precedent. En realite, la terminologie 
releve en partie de la physique, ou les applications de 2> vers R sont appelees par contraste champs 
scalaires. 

Comme exemple de tels champs, considerons par exemple la carte d’une region, notee ici 2>, et 
que Ton peut considerer comme un domaine de R 2 . En chaque point de cette carte, nous pouvons 
par exemple considerer la temperature au sol : il s’agit alors d’une fonction T de 3> a valeurs dans R, 
c’est a dire un champ scalaire. En revanche, si a chaque point M de la carte, on associe la direction 
et la vitesse du vent, que Ton peut representer par un vecteur V (M) , alors on a defini un champ de 
vecteurs. On represente en general le vecteur V (M) sous forme de vecteur attache au point M. 
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3.1.1 Changement de repere 

Nous avons represente jusqu’a present les vecteurs de K 2 dans la base canonique (<?i , ez). Que 
ce passe-t-il lorsque Ton desire exprimer les champs de vecteurs dans une nouvelle base (e[, e' 2 ) ? 
les champs de Cette operation correspond tout simplement a l’operation usuelle de changement 
de coordonnees de vecteurs dans un changement de base que nous rappelons ici brievement. 


Soit clabaseinitiale ( 61 , 62 ) de K 2 , et considerons la nouvelle base c' formee des vecteurs {e[ e 2 ). 
Supposons que nous connaissions les coordonnees des vecteurs de la nouvelle base dans la base 
initiale, c’est a dire suposons que nous connaissions des decomposition suivantes : 

J e[ = pi,iei + P2,ie 2 
\ e' 2 = Pl.2^1 + P2,2^2 

Formons la matrice carree P{ z — e'), appelee matrice de passage de la base c vers la base z' 


P{z 


e') = 


> 1,1 

,P2,l 


p 1 , 2 ' 
P2,2 , 


Notons que la /-erne colonne de cette matrice est composee des coordonnees du vecteur e\ dans 
la base initiale c. Considerons maintenant un vecteur X de IR 2 , qui se decompose comme 

X = X\e\ + X 262 


dans la base initiale , et comme 
Un bref calcul montre alors que 


X' = x\ e\ +x 2 e' 2 . 


x\ 

x 2 


Pi , 1 Pi , 2 

P2,l P2,2 


[A 

,*2 


que Ton peut ecrire, sous forme plus condensee, en posant 


r X = 


et t X' = 


‘x'i 

\x' 2 


sous la forme 

t X = P{z->z') t X'. (3.1) 

La matrice de passage P(c —>■ z 1 ) et la relation (3.1) permettent done de calculer les coordonnees 
initiales lorsque Ton connait les nouvelles coordonnees : en general, c’est plutot l’inverse que Ton 
desire faire. Nous deduisons de (3.1) que 


l X' = P~ l (z — z'Yx, 


(3.2) 


et ainsi 

P(c' — c) =P - 1 (c-c'). 

On peut en effet verifier que les matrices de passage d’une base a l’autre sont toujours inversibles. 
Ainsi si on veut calculer les nouvelles coordonnees en fonctions des coordonnees initiales, nous 
sommes amenes a calculer l’inverse de la matrice de passage P~ l (c -*■ e'). 


45 



Remarque 1. On peut egalement se demander comment se transforme le produit scalaire d’ori- 
gine dans un changement de base, c’est a dire qu’elle est l’expression du produit scalaire dans le 
nouvelle base. Soient X = (xi, x 2 ) et Y = (xi, x 2 ) deux vecteurs de R 2 et XA Y - Xi.x 2 + y\.y 2 leur 
produit scalaire. C e dernier peut s’ecrire pour forme matricielle comme 

X.Y = X. r Y = {x i,x 2 ) M 
\y2j 

Si (xj, x' 2 ) et(yp y' 2 ) sont les coordonnees dans la nouvelle base c 1 ' alors 

X.Y = (x^ x' 2 ) f P(c - e')P(e - e') M . 

\y 2 ) 

Si la base c est elle-meme orthonormee, alors la matrice P verifie r PP = I et on a done 

X.Y = XpX 2 + y 1 .y 2 - 

L’expression du produit scalaire est done la meme dans toute les bases ortho no rmees. 

Remarque 2. Notons qu’un champ de vecteur est homogene aune longueur. 

Remarque 3. Dans certains problemes, on peut etre amenea ecrire a considerer des reperes mo- 
bile, c’est a dire des bases orthonormees c (M) qui dependent elle-meme du point considere M. 
C’est par exemple le cas lorsqu’on considere le repere mobile associe aux coordonnees polaires 

z\M) = {e r {M),e e {M)) 

ou 

MM) = —, eg (M) = ejr(M). 

I|M|| 

Un exemple fondamental de champ de vecteur est fourni par les champs de gradient. 

3.1.2 Champ de gradient 

Definition 2. Soit f une application d’un domaine 9/j de R 2 supposee derivable en tout point du 
domaine. On appelle champs de gradient associe a f le champs de vecteurs grad f defini par 

g^dfm = ( 3 . 3 ) 

Nous avons deja rencontre cette notion au chapitre precedent. La propriete suivante exprime 
le fait que le gradient est orthogonal aux lignes de niveau. Posons a cet effet, pour c e R 

L c = {Me@,/(M)=c). 

Proposition 1. Soit c el tel que L c est non vide, et soit M e L c tel que grad /(M) ^ 0. Alors, pour 
tout vecteur f tangent a L c en M, ona 

f lgrad/(M). 

Demonstration, la proposition est une consequence immediate du Theoreme 4, et de la remarque 
qui le suit. □ 
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Remarque 4. Si on dessine les lignes de niveau pour des valeurs de c espacees regulierement, alors 
le gradient est orthogonale aux lignes de niveau, pointe vers les ensembles de valeurs de niveau 
croissant, et son module est plus eleve aux endroits oil ces courbes se resserrent. 



II est naturel de se demander si tout champ de vecteur peut se representer sous forme de gra- 
dient d’une fonction, ce qui est le cas pour les fonctions d’une variable reelle, qui sont la derivee de 
leur primitive. En realite, il est facile de se convaincre que ce n’est pas le cas pour tousles champs 
de vecteurs, comme le montre le resultat suivant : 


Proposition 2. Soit V = (Vi, V 2 ) un champ de vecteurs derivable, de derivee continue, defini sur un 
domaine 2>. Une condition necessaire pour que V soit un champ de gradient est que 


dV 2 _ 3 Vi 
dxi dx 2 


(3.4) 


Demonstration. Supposons qu’il existe une fonction / definie sur Q) telle que 


V = grad/, 


c’est a dire Vi = 


df_ 


et Vo 


df_ 

dx 2 


Par le Theoreme de Schwarz, on doit avoir 


dx\ dx 2 J 


dx 2 \dx 2 ) ’ 


ce qui meme directement a (3.4) . □ 

Nous verrons par la suite que, si le domaine est sans trou, alors la condition (3.4) est aussi une 
condition suffisante, c’est a dire tout champ de vecteurs qui verifie (3.4) est un champ de gradient. 

Exemple 1. Considerons tout d’abord un champ de vecteur constant V {x\, x 2 ) = (ai, a 2 ), pour tout 
(xi, x 2 ) dans IR 2 , oil a\ et a 2 sont deux constantes donnees. Alors on a V' x (xi, x 2 ) = 0 et V' X2 {x\, x 2 ) = 
0 de sorte que (3.4) est satisfaite. On peut par ailleurs verifier que V est le champ de gradient de la 
fonction lineaire 

/(xi,x 2 ) = aiXi + a 2 x 2 , V(xi,x 2 ) £ U 2 , 

de sorte que tout champ de vecteur constant est bien un champ de gradient. 
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Exemple 2. Considerons un champ de vecteur V lineaire, c’est a dire de la forme 

t V(X) = A- t X, 


oil A est une matrice 2 


ai t i ai, 2 ) 

a 2 ,i a 2 ,2 ■) 


On verifie que V 1 (xi,x 2 ) = n 1;1 x i + ai i2 x 2 , V 2 (xi,x 2 ) = a 2 jXi + a 2>2 x 2 , 


dV 2 

dx\ 


^ 2 , 1 . 


et que 


dVi 


Le champ V est done un champ de gradient si et seulement a ]2 = a 2 j, c’est a dire si et seulement 
si la matrice A est symetrique. 


Remarque 5. pour une fonction / donnee, nous avons introduit au chapitre precedent le champ 
de vecteurs 


g »/= ( vf), 

OX 2 OX\ 

qui correspond au champ gradient auquel on a fait subir une rotation de 7r/2 dans le plan. Pour un 
tel champ de vecteurs, la condition (3.4) s’ecrit 


a fa/’ 

dxi vdxi , 


d I df ' 
dx 2 dx 2 , 


c’est a dire 

A/ = 0, (3.5) 

oil A designe l’operateur Laplacien, qui s’ecrit 

d 2 f d 2 f 
A F = — — + — — 
d 2 x x d 2 x 2 

Par exemple, si on prend la fonction f{x\,x 2 ) - x 2 + x 2 , alors 

A/(M) = 2, 

et grad 1 /(M) = (2 m 2 , -2ni\ ) n’est done pas un champ de gradient. 

Invariance du gradient par changement de repere orthonorme. 

La question de l’invariance par changement de repere est une question centrale, tant en ma- 
thematique que dans les domaines applicatifs. Nous avons vu qu’un gradient est un champ de 
vecteur, a ce titre il se transforme dans un changement de base par les regies de l’algebre lineaire, 
voir le paragraphe 3.1.1. Que devient alors dans le nouveau repere la definition (3.3) ? 

La definition (3.3) associe en effet a une fonction / sur K 2 le champ de vecteur grad / : cette de- 
finition repose sur l’expression dans un repere donne de la fonction f et de ses derivees partielles, 
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elle done a priori relative a un choix de repere ortho no rme {e\, e 2 ), qui determine les coordonnees 
cartesiennes (xi,x 2 ). Elle s’exprime done, pour une fonction / donnee sur un domaine Q) par la 
relation 


grad / = 


df _ df _ 
~^—ei + ~^—e 2 . 
0 x 1 dx 2 


Introduit un nouveau repere orthonorme (e[,e 2 ) et des coordonnees x[, x 2 correspondantes de 
sorte que 

xiei + x 2 e 2 = x[e[ + x 2 e 2 


Cherchons l’expression du gradient dans cette nouvelle base. Posons 


fix[,x 2 ) = f{xi,x 2 ) = f{xiei + x 2 e 2 ) = f{x[e[ + x 2 e 2 ). 


Proposition 3. On a pour tout (xi, x 2 ) e @ 


— * „ df . df . 

^i nxi , x 2 ) =—e 1 + —e 2 , 

ses coordonnees dans la base {e \ , e 2 ) sont done f' x , et f’ x , . 

L’expression du gradient dans la nouvelle base est done identique a celle dans l’ancienne base. 

Preuve. On a/ = /oOouO designe l’application de U 2 dans lui-meme qui aux nouvelles coor- 
donnees associe les anciennes (x'px!,) >-► Otx'pXp) = (xi,x 2 ). II s’agit d’une application lineaire, 
associe a une matrice P carree 2x2. Posons X = (xi, x 2 ) et X' = (x[, x 2 ). On a 

f X = O(l') = P t X l , 


oil A designe la matrice de passage de la nouvelle base vers l’ancienne. Comme ® est lineaire, on 
a Dc d - P , e t done par la formule (2.10) 

grad/(XpX 2 ) = grad f (x, , x 2 ) o P 

Comme A est orthonormee , on a P~ l = l P, et done grad/(xi,x 2 ) = grad/iXpX^) o f P, soit, en 
transposant 

r grad/(xi,x 2 ) = Po f grad/iXpX^). 

Ceci montre que les coordonnees du gradient se transforment comme celles des vecteurs, et donne 
la relation desiree. □ 

Remarque 6. Attention, l’enonce n’est valable que pour des changements de bases orthonormees. 

Remarque 7. La proposition 3 peut aussi s’interpreter en revenant a la formule du developpement 
limite (2.8) i 

/(M +h)- f{M) ^ b.grad/(M). 

la conservation du produit scalaire par changementde repere orthonorme comme celle du membre 
de gauche explique alors que la forme du gradient reste elle-meme inchangee. 
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Figure 3.1 - Champ electrique genere par des charges de meme signe et de signes opposes. 



Figure 3.2 - la limaille de fer dessine des lignes de champ magnetique. 

3.1.3 Lignes de champ 

Considerons un champ de vecteurs V defini sur un domaine 3>, et c € une courbe tracee dans 
le domaine < 3). 

Definition 3. On dira que est une ligne de champ du champ de vecteurs V si et seulement si V 
est tangent a ^ en tout point de c €. 

Les lignes de champ sont souvent utilisees en physique pour representer des champs de vec- 
teurs, par exemple des champs electriques ou magnetiques, comme dans la figure ci-dessous, qui 
represente le champ electrique cree par des charges ponctuelles de meme signe puis de signe op- 
pose. Notons par ailleurs que le champ electrique est un champ gradient, associe a l’oppose du 
potentiel electrique. 

En mathematiques, se pose bien entendu le probleme de V existence de telles lignes de champs. 

Proposition 4. Soit V un champ de vecteurs derivable de derivees continues sur un domaine Q>, et 
soit M 0 un point deQ). Alors il existe une ligne de champ c € et une seule qui passe par M 0 . 

Idee de la demonstration. Pour construire la ligne de champ, on introduit l’equation differentielle 
avec condition initiale 

dM 

_ (() = F(M(t)) , (£/ (36) 
M(0) = Mo, 
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oil I designe un intervalle de D? contenant 0, et oil l’inconnue est la fonction f >->• M(f) £ @. Notons 
que l’equation (3.6) est en fait un systeme de deux equations differentielles lorsqu’on iexprime en 
coordonnees. 

Les methodes de resolution des equations differentielles, et en particulier le Theoreme de 
Cauchy-Lipschitz montrent alors que l’equation (3.6) possede toujours une solution, qui existe 
tant que M(f) ne sort pas d’un voisinage de M 0 . La fonction f >-► M(f) e @ fournit alors le parame- 
dic 

trage d’une courbe c €, dont un vecteur tangent n’en autre que ——(f) en M(f) c’est a dire, au vude 

at 

(3.6), le vecteur V{M{t)). □ 

Remarque 8. En mathematiques, on utilise souvent le terme courbes integrates du champ de vec- 
teurs V pour designer les lignes de champ. Ceci fait references a l’integration de l’equation diffe- 
rentielle (3.6). 

Remarque 9. L’equation (3.6) modelise de nombreux phenomenes, en particulier en mecanique 
des fluides, comme nous allons le voir. 

Considerons un fluide, qui pourra etre un liquide comme l’eau ou un gaz, comme Fair occu- 
pant un domaine 2> (ici de K 2 ). Supposons que le champ de vecteurs V represente le champ des 
vitesses du fluide, c’est a dire qu’on chaque point M du domaine, V (M) designe la vitesse des par- 
ticules elementaires, par exemple les molecules, constituant ce fluide. Alors les lignes de champ 
ou courbes integrates de V correspondent aux trajectoires suivies par les particules elementaires : 
plus precisement, les particules presentes au temps 0 en M 0 seront transportees par le fluide au 
point M(f) au temps t. La donnee du champ de vecteurs V permet done de reconstituer entiere- 
ment les trajectoires des particules du fluide. 


En guise d’exercice, voyons maintenant comment les quantites physiques sont transportees 
par le champ de vecteurs. Soit / une quantite scalaire physique que Ton peut mesurer dans le 
fluide : /(M, t ) represente done la quantite mesuree au point M, au temps t. La temperature du 
fluide peut etre un exemple d’une telle quantite. Considerons une particule situee au temps t = 0 
en M 0 et essayons de voir comment varie la quantite / mesuree sur la particule : nous noterons f 
cette quantite qui depend uniquement du temps. 

On a par definition 

/(f) = /(M(f), f) 

et done 

df d 

- 77 (f) = — /(M(f),f). 


Si on applique done la regie de derivation des fonctions composees, il vient, si grad m designe 
uniquement les derivees par rapport aux variables spatiales 


df dM 

J r r 


df, 


, -(f) = — (f).grad M /(M(f), f) + -/-(M(f), f), 
dt dt at 


soit fmalement 


^fit) = ^(M(f), f) + y(M(f)).grad M /(M(f), f). 
dt at 


(3.7) 


On parle alors de derivee particulaire. 
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3.2 Circulation d’un champ de vecteurs 

Soit V un champ de vecteurs derivable, de derivees continues. On considere ici une courbe 
parametree f — >■ M{t) par un segment fermee [a,b\ 


= x 2 = M 2 (t), oil te[a,b\. 


Les extremites de cette courbes sont notees A = (Mi(a),M 2 (a)), B = (Mi(b),M 2 (b)), et la courbe 
elle-meme sera notee AB. Notons que Ton considere ici des courbes orientees, c’est a dire avec une 
direction allant de A vers B 1 . On introduit alors la quantite suivante : 


/ = 


r b _ 

I V{M{t)).M'{t)dt 

J a 

c b 

+ y 2 (M(f)).M'(f)] dt 
J a 


Proposition 5. La valeur de Vintegrale I ne depend pas du parametrage choisi de la courbe AB, s’il 
respecte l’ orientation. On la note 

f V [M)dM, (3.8) 

Jab 

et on I’appelle circulation du champs de vecteurs V le longde la courbe AB. 


Demonstration. Considerons un autre parametrage de la courbe : on peut l’obtenir en considerons 
un intervalle [c, d], et une application cp : [ c , d] —> [a, b] derivable telle que <p(c) = a, cp{d) = b , de 
sorte que 

5 — N(s) =M[(p{s)) 

fournit bien le parametrage desire. On a 



V{N{s)).N\s)ds 


r*d 

/ V[Ml(pls)).M\(p[s))(p\s)ds 
r b _ 

I V{M{t)).M'{t)dt 
J a 


ouona utilise la formule de changement de variable pour la derniereegalite. 


(3.9) 


□ 


Remarque 10. Dans la notation (3.8) on a ecrit implicitement dM = M'(t)dt,ouM'(t) = [M[{t) , M' 2 [t)) . 


Passons maintenant en revue, sans demonstration, quelques proprietes utiles. 

Proposition 6. On a, si V est un champ de vecteurs et AB une courbe parametree 
- Si C est un point sur la courbe AB on a 

f V[M)dM = f V[M)dM + [v(M)dM. 

Jab Jac Jcb 

1. on ne considere pour simplifier que des parametrages monotones, c’est a dire qui torment une injection de 
l’intervalle [a, b\ vers AB et tels que la derivee ne s’annule pas 
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- si A £ U, on a 


\V{M)dM = A I V{M)dM. 


et si V\ et V 2 sont deux champs de vecteurs 


f(V 1 (m) + V 2 (M])dM= f V 1 {M)dM + f V 2 (M)dM 
Jab Jab Jab 

Par ailleurs, si t — >■ M{t) est un parametrage de la courbe AB, alors l’application t >-► M(b+a- 1 ) 
est un parametrage de la courbe orientee BA et on a 

f V(M)dM = - f V(M)dM. 

Jab Jab 

3.2. 1 Circulation d’un champ de gradient 

Considerons le cas particulier oil V = grad / est un champ de gradient. On a alors 
Proposition 7. Soit f unefonction derivable, de derivees continues, et AB une courbe orientee. On 


f grad/(M)dM = f(B) - F(A). 
Jab 


En particulier, la valeur de la circulation d’un champ de gradient ne depend que des extremites, et 
pas du chemin suivi. 


Demonstration ; On a 


f grad f[M)dM= f grad f{M[t)).M' 

« j A.B J ci 


(. t)dt . 


Or, par la formule de derivation des fonction composees, il vient 


— f{M{t)) =grad/(M(f)).M'(f). 
dt 


II en resulte que 


f grad f[M)dM- f 

Jab J a 


—f{M{t))dt = f{M{b)) - f{M{a )) = f{B ) - f{A). 
dt 


II resulte de la proposition precedente que si ^ est une courbe fermee, qui correspond au cas 
A- B, alors la circulation d’un champ de gradient est nulle 


[ grad f{M)dM = 0. 


On dit parfois, surtout dans le langage physique, qu’un champ de gradient est a circulation conser- 
vative. 

Definition 4. Un champ de vecteurs est dit a circulation conservative si sa circulation le long de 
toute courbe fermee est nulle. 

En fait, il s’avere que les champs a circulation conservative sont exactement les champs de 
gradient. Pour le demontrer on verifie successivement les proprietes suivantes : 
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Proposition 8. Soit A et B deux points du domaine suppose connexe. La circulation d’un champ 
de vecteurs V a circulation conservative le long d’une courbe allant de A vers B ne depend pas de la 
courbe choisie, elle ne depend que des extremites. 

Demonstration. Soit 5^ et c 0 2 deux courbes parametrees reliant A et B. Notons % la courbe d’orien- 
tation inversee de c € 2 . La reunion c € u % 2 forme done une courbe fermee et orientee, de sorte 

que 


0 = 


f V{M)dM= [ V{M)dM + f 

f V (M)dM - [ 

J'tfl 


V(M)dM 


V{M)dM. 


(3.10) 


□. 

Prenons maintenant un point de reference quelconque O dans le domaine et posons, pour 


xe 


nx) = [ 

Jox 


V[M)dM, 


(3.11) 


o u OX designe une courbe orientee quelconque reliant 0 et X (nous venons de voir que le resultat 
est independant du choix de la courbe). 


Proposition 9. Soit V un champ de vecteurs a circulation conservative sur un domaine Alors V 
est un champ de gradient, car 

V = grad f, 

ou lafonctionf estdonnee parlaformule (3.11). 

Demonstration. Soit X un point quelconque dans D. Soit e\ le vecteur de la base canonique de U 2 
defini par e\ - (1,0). pour he R petit, considerons le point X] t = x+ he i et le segment [X,Xi t ], qui 
peutetre parametre par 

s^- X + se i, se [0 ,h\. 

Si OX est une courbe quelconque reliant Oal, alors OX u [X, X/,] est une courbe orientee reliant 
0 a Xh et 


f{X h ) = f V{M)dM = f{X) + f 

Jox U[X,X h ] J[X,X h ] 


V{M)dM 


= nx) + f 

Jo 


Vi(X + seOds 


On a done 


/{X + heJ-fiX) 1 


h 


d’ou il resulte que 
On demontre de meme que 
ce qui termine la preuve. 


1 r n 

— I Vi{X + se\)ds —> VAX) lorsque h — ► 0, 
h Jo 

df 


dxi 


= VdX). 


df 

= V 2 {X), 
ox 2 


(3.12) 
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Remarque 1 1. Si on a 


V = grad /, 


(3.13) 


alors pour toute constante ceflona aussi 

V = grad (f + c), 

de sorte qu’il n’y a pas unicite de la fonction f qui verifie (3.13). Par ailleurs, on verifie, au vu du 
resultat de la Proposition 9, que toutes les solutions de 1’ equation (3.13) on la forme f + c,ceU. 


3.3 Le formalisme des formes differentielles 

3.3.1 Formes lineaires 

La notion de forme lineaire est une notion de base de l’algebre lineaire. Considerons de ma- 
niere generate l’espace vectoriel IR", oil n e [\l* est donne. Rappelons qu’une base (dite cano- 
nique) de IR" est donnee par la famille oil e\ = (1,0,0,...,0), e 2 = (0, 1,0,0,..., 0), ..., 

e n = (0,0,. ..,0,1). 

Definition 5. On appelle forme lineaire sur IR" toute application lineaire L de IR" vers IR. 

On notera par la suite 

(L, u) 

l’image d’un vecteur u de IR" par l’application lineaire L, de sorte que la linearite s’exprime par la 
condition 

(L, Ai U\ + A 2 U 2 ) = Ai(L, U\) + A 2 (L, U 2 ), 
pour tous vecteurs u\, u 2 dans IR", et tous nombres A 1( A 2 . 

Exemple 3. Un exemple fondamental de forme lineaire est fourni par les forme coordonnees e 
pour k=l,...,n. Ces dernieres sont definies, par les relations 

< e * k , e m ) = 0, sikfm et (e* k , e k ) = 1, 


ou encore pour x = (jci, . . . , x n ) 

(e* k ,x) = x k . 

Par ailleurs, si v est un vecteur donne de IR" on peut lui associer de maniere naturelle la forme 
lineaire L v definie par 

(L v , u) = u. v, pour tout u e IR". 


On pourra verifier que 



Proposition 10. L’ensemble des formes lineaires sur IR" forme un espace vectoriel note (IR")* de di- 
mension n , et appele le dual de R" . Une base de (IR")* estfournie par la famille (e*, e*,...,e*). 


Dans le contexte qui suit, on utilisera souvent la notation 


dx k — e k . 
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3.3.2 Forme differentielles de degre 1 

Soit Q> in domaine de K 2 . Les formes differentielles de degre 1 sont des formes lineaires dont 
les coefficients varient en fonction du point. 

Definition 6. On appelle forme differentielle (de degre 1 ) definie sur 3> une application de 2> dans 
Vespace vectorielle (K 2 ) * . 

Soit co une forme lineaire sur 2>. En exprimant les formes lineaires dans la base (e\,e 2 ) = 
[dx\ } dx 2 ), on peut doncecrire 


co[M) = f\{M)dx\ + f 2 [M)dx 2 , 


ou si on prefere 


cd{xi,x 2 ) = f\{xi,x 2 )dxi + f 2 (xi,x 2 )dx 2 , 


ou/iet f 2 sont deux fonctions definies sur 2>. 


(3.14) 


Exemple 4. Un exemple interessant de forme differentielle de degre 1 est fourni par la differen- 
tielle d’une fonction. Si / est une fonction derivable sur 3>, alors sa differentielle d f est la forme 
differentielle notee d f definie par 

df df 

df{M) = —^—{M)dx\ + — J —{M)dx 2 . 
axi ox 2 

Definition 7. On dit d’une forme differentielle oj de degre 1 qu’elle est exacte, si et seulement si il 
existe une fonction / telle que 

CD - df. 


On peut definir une correspondance entre forme differentielles et champs de vecteurs. A la 
forme a> definie en (3.14), on peut associer de maniere biunivoque le champ de vecteurs V (M) = 
(/i(M),/ 2 (M)). Dans cette correspondance, les champs de gradients correspondent aux formes 
exactes. En particulier une condition necessaire pour qu’une forme differentielle 


co - f\dx\ + f 2 dx 2 


soit exacte est que 


dh = dA 

dxi dx 2 ' 


3.3.3 Integrate curviligne 


Soit AB une courbe orientee dans 2>, et soit co une forme differentielle de degre 1 definie sur 
si T ^ M{t) = [milt), m 2 [t )) est une parametrisation de AB sur un intervalle I = [a, b], on consi- 
dere 


r-b 

1= I < co[x),M'[t))dt 



[M[t))m' l [t) + f 2 [M[t))m' 2 [t)]dt. 


On verifie alors 


56 



Proposition 11. L’integrale I ne depend pas du parametrage. Elle est appelee integrate curviligne 
de la formed) le longde la courbeAB. On la note 


/ d) ou I f\dX\ + f 2 dx 2 . 

JAB JAB 


On a de plus 


L»=L 

Jab Jab 


V{M)dM, 


oule champ de vecteurs V estdeflni par 
On montre par ailleurs que 

L df = f(B)-f(A ). 

Jab 

Remarque 12. Le formalisme des formes differentielles est particulierement agreable pour faire 
des calculs : en effet si la courbe est donnee de mani ere param ’ etree X\ = Mft), x 2 = M 2 ( t) , alors 
onecrit sur la courbe au M(t) dM\ = M[(t)dt, dM 2 - M' 2 {t)dt de sorte que 

[ co= f/i(M(fl)dM 1 (fl + / 2 (M(r))dM 2 (r) 

J ^ J a 

= f b [/i(M(f))Mj(f) + f 2 {M{t))M' 2 {t)\ dt. 

J a 

Exemple 5. On considere la courbe c € d’ equation 

x 2 + x\ -2x 2 = 0, 

orientee dans le sens trigonometrique positif. On desire calculer l’integrale curviligne 

/ x\x 2 dx 2 - x 2 x\dx\. 

J 

La premiere etape du calcul consiste a trouver un parametrage de c € : tout d’abord en ecrivant 
1’ equation comme 

x 2 + (x 2 - l) 2 = 1, 

on reconnait l’equation du cercle de centre (0, 1) et de rayon 1, de sorte qu’un parametrage nous 
est fournit par 

Xi = cosf, x 2 = l + sinf fe[0,27r]. 


On a done 


cos f(l + sint) 2 d(l + sint) - (1 + sin t) cos 2 td{ cost) 


=1 

r2n 

= / [(1 + sint) 2 cos 2 t+(l + sint)cos 2 tsinf]dt 

Jo 

r-2n 

= / cos 2 t [l + 3sinf + 2sin 2 t] dt 
Jo 


p27i r*2u 

I cos 2 tdt + 3 ( 

Jo Jo 


cos 2 tdt + 3 cos 2 t sin tdt + 2 cos 2 t sin 2 tdt. 


r-2n 

l ' 
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On utilise ensuite les formules de trigonmetrie classiques 


? 1 1 
cos t- -(l + cos2f), et sintcosf = -sin2t 
2 2 


de sorte que 

2 1 2 1 

(sin f cost) =-sin t - -(1 - cos4t), 

4 8 

oil on a utilise egalement la relation 1 - cos20 = 2sin 2 0. Par ailleurs, comme lafonction f cos 2 tsinf 
est impaire, 2tc periodique, son integrale sur une periode est nulle. On a done 

1 f 2 " ,1 r 2n , 37 r 

/=-/ (1 + cos2t)dt+ - I (l-cos4 t)dt = — . 

2 Jo 4 Jo 2 


Exercices 


Exercice I 

Soit A un vecteur de IR 2 , et V le champ de vecteur constant defini pour tout MeR 2 par 

V{M) = A. 

1) Soit ^ une courbe fermee de R 2 . Montrer que la circulation de V le long de *€ est nulle. 

2) En deduire qu’il existe une fonction f telle que V = grad f. 

3) Calculer /. 
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Chapitre 4 

Integrates doubles 


4. 1 Construction de l’integrale double 

Considerons un domaine S' de IR 2 , limite par une courbe reguliere . Soit / une fonction conti- 
nue definie sur S. On divise le plan i 2 en petits rectangles de taille Axi x AX 2 paralleles aux axes 
Oxi et 0 x 2 de la maniere suivante. ‘ 

On decoupe d’abord [R 2 en plusieurs tranches T, de longueur de hauteur AX 2 grace a des droites 
paralleles a 1’ axe Oxi . Ensuite, on decoupe chaque chaque tranche par des droites paralleles a 1’ axe 
Ox 2 , ce qui forme les rectangles que nous avons mentionnes plus haut. Nous ne garderons que les 
rectangles Rij qui sont contenus dans le domaine S. Notons M,-j le centre du rectangle Rij. On 
pondere l’aire A Xl x AX 2 du rectangles Rij par le poids f{Mij ) et on fait la somme sur tous les 
rectangles inclus dans le domaine S, a savoir 

LLfM j) AxiAx 2 . (4.1) 

Notons que sif-1 alors on obtient ainsi l’aire de la reunion des rectangles R/j inclus dans S, aire 
qui tend, lorsque Axi et Ax 2 tendent vers 0, vers l’aire de 3>. Dans le cas general on montre : 

lorsque Axi et Ax 2 tendent vers 0, la somme ci-dessus converge vers une quantite que nous note- 
rons 

JJ f[xi,X2)dxidx 2 . 
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Definition 1. On appelle I I’integrale double de la fonction f sur le domaine @. 

Interpretation. Nous avons deja vu que lorsque f est identiquement egale a 1, alors l’integrale 
double donne l’aire de 2>, c’est a dire 

Aire de 3> - JJ ldxidx 2 = JJ dx\dx 2 - 

Dans le cas general, on trouve done une aire ponderee. Par exemple, si Q> represente un objet ayant 
la forme d’une plaque, de densite variable /, I represente son poids totale. 

Par ailleurs, de meme que nous avions vu que l’integrale d’une fonction d’une variable reelle 
permettait de calcul l’aire situee sous le graphe, l’integrale double d’une fonction / represente le 
volume situe sous le graphe de cette fonction /. Supposons pour simplifier que / est positive et 
notons Sf le graphe de f au dessus de 2>. Cette surface et les paralleles a Ox 3 menees par les points 
du contour So limite un domaine V de R 3 . L’integrale I fournit alors la mesure de ce domaine V. 
En effet, le volume limite dans V par le rectangle Rij et les plans paralleles a Ox 3 qui s’appuient 
sur son perimetre a pour valeur approchee 


AxiAx 2 . 

La somme 

LLfWi ,j) AxiAx 2 

represente done une valeur approchee du volume de V. La limite I est done le volume exacte. 


Voici quelques proprieteselementaires : 

Proposition 1. SoitQ) un domaine donne de [R 2 . Si f est une fonction continue surQ), A e IR alors on 
a 

JJ Af(x2,xi)dxidx2 = iiJJ f{x2,x\)dx\dx2, 

etsifi et f 2 sont deux fonctions continues sur 3> , alors 

// (.fi+f2)f(x2,xi)dxidx 2 = f 1 (x 2 ,x 1 )dx 1 dx 2 + f 2 (x 2 ,x 1 )dx 1 dx2. 

JJ® JJ® JJ® 

Si I’on divise le domaine 3> en deux domaines etO> 2 , alors 

|| f{x2,xi)dx\dx2 = /I f(x2,xi)dxidx2+ f{x2,x\)dx\dx 2 . 

JjQi vdO) 2 

Ces proprietes se demontrent en etablissant des proprietes similaires pour les approximations 
des integrates doubles donnees par les sommes (4.1). 


4.2 Le Theoreme de Fubini 

Le theoreme de Fubini parmet de ramener des calculs d’integrales doubles a des integrales 
simples. 

Soit un domaine Q) sur lequel on desire integrer une fonction. Lorsque Ton consid ‘ere les 
points de @, fixe une des variables, par exemple X 2 , alors l’autre variable varie sur des reunions 
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d’intervalles : pour simplifier, nous allons considerer le cas oil x\ varie dans un seul intervalle 
[(p{x 2 ),y/(x 2)] dont les bornes sont des fonctions de X2 ■ On suppose par ailleurs que si X2 prend des 
valeurs au dela de deux nombres c < d, alors l’intervalle est vide. En terme plus mathematiques, 
ceci signifie que la projection orthogonale de 3> sur l’axe Ox 2 est egale a l’intervalle [c, d ] et que 


3>n{x 2 = m 2 ] = {{xi,m 2 ),xi e [<p(m 2 ),i/dm 2 )]}. 


pour tout m 2 e [c,d]. 



On a alors 


Theoremel. Onal’identite 


rr rd / ry{x 2 ) \ 

f(x 1 ,x 2 )dx 1 dx 2 = I f(x 1 ,x 2 )dx 1 dx 2 - 
JJ Jc \J(p(x 2 ) I 


Remarque 1. La quantite entre parentheses dans le membre de droite est bien une fo notion qui 
ne depend que de la variable x 2 par l’intermediaire de f et des bornes d’ integration. 


Remarque 2. Bien entendu les variables x\ et x 2 jouent des roles equivalents. Supposons que sur 
le domaine 3> la variable x\ varie sur un intervalle [a, b], et que, lorsque x\ est fixe, la variable x 2 
varie sur un intervalle (xi), ^ (Xi)] alors ona 

[f f(x 1 ,x 2 )dx 1 dx 2 = f (f /(xi,x 2 )| dx\ 

JJ® Ja \J((x 1 ) ) 

Intuition de la demonstration. Pour comprendre la formule, revenons a la somme ( 4 . 1 ). Conside- 
rons une tranche Tj de et une valeur y,- de x 2 donnee, telle que les points d’ordonnee x 2 = y,- 
soient dans cette tranche. Alors l’abscisse Xi varie dans l’intervalle [<p(yi),y/(yi)\. Considerons 
maintenant tous les rectangles Rj j de la tranche Tj et la somme 


OAxl 

i 

Cette somme represente la valeurt approchee de l’integrale simple 
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Cette integrate ne depend que du nombre y,. Posons 

'•y(.x 2 ) 


F(x 2 ) 


rf(x 2 ) 

/ fix 1 , 

Jq>{x 2 ) 


x 2 )dx i, 


de sorte que 

YsAMiJAx^Ftyi). 

j 

Pour la somme double que nous considerons, on a 

LL/( m *j) Ax i A x 2 - E^O^oax^ 


Sur le domaine 2>, y, varient sur un certain intervalle [c, d). On a 

EE/( m *j) Ax i A x 2 “ E f CK*)Ax 2 “ f F(y)dy. 

Le theoreme s’obtient en faisant tendre Axj et Ax 2 vers 0. 

Exemple 1. On prend pour domaine le triangle rectangle S> defini par 



□ 


= {(Xi,x 2 ),xi > 0,x 2 > 0,Xi + x 2 < 1}. 


On veut calculer 


-£■ 


x\x 2 dx\dx 2 . 


on voit que x 2 varient sur l’intervalle [c, d] = [0, 1], et que pour une valeur de x 2 donnee, xi prend 
ses valeurs dans [<p(x 2 ),iy(x 2 )] = [0, 1 - x 2 ], En integrant d’abord par rapport a x 2 , on a done 


1 ( rl-x 2 


I = 


Lit, 


xix 2 dxi dx 2 = 


1 ( nl-x 2 


Lit, 


xidxi x 2 dx 2 . 


On calcule d’abord 1’ integrate dans la parenthese : on a 


rl-x 2 

Jo 


xidxi 


(l-x 2 ) 




II en resulte, en utilisant une integration par parties, que 


,-r- 

Jo 2 


x 2 (l - x 2 ) z dx 2 = 


x 2 (l — x 2 ) 3 


+ r 

o Jo 


i a-x 2 y i , i 

dx = — . 

6 24 
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4.3 Integration par parties 


Rappelons que dimension un d’espace la formule d’integration par partie se deduit de la for- 
mule fondamentale 


f b 

fib) - f [a) = / f{x)dx, (4.2) 

J a 


qui precise le lien entre la derivation et l’integration. Voyons ce qu’il advient de ce type de formule 
en dimension deux, a savoir que donne l’integration d’une derivee partielle, par exemple 


h 


//, 


dx\ 


iXi,X2)dX\dX2, 


oil / designe une fonction derivable de deux variables Xi et x 2 , sur un domaine 3> de contour c 6. 
Plagons nous sous les memes hypotheses que dans la Section 4.2, c’est a dire supposons que Ton 
a 

S> = {(xi,x 2 ) £ U 2 , tels que ,c<x 2 <d et <p(x 2 ) < X\ < i/r(x 2 )}. 

On peut alors ecrire, grace au Theoreme de Fubini 


£ 


df 

dxi 


(xi,x 2 )dxidx 2 


d I ry/{x 2 ) g j- 


ix\,x 2 )dxi dx 2 


= f(( 

Jc 2) dxi 

rd 

= J (/(X 2 , 1//(X 2 )) - /(x 2 , (pix 2 )]) dx 2 . 


(4.3) 


Orientons maintenant le contour c € dans le sens trigonometrique positif. Nous allons verifier que 
le membre de droite de (4.3) peut s’interpreter comme une integrate curviligne, a savoir 


h =[ f/(x 2 ,^(x 2 )) - f(x 2 ,(p[x 2 )))dx 2 = [ fdx 2 . 

Jc J 


(4.4) 



En effet, on remarque tout d’abord que le contour ^ est le reunion de deux courbes parametrees 
f <yi et c € 2 . La premiere, peut etre parametree explicitement par t >-» M, (t) = (t,y/( t)), t e [c,d] 
alors que ( £ 2 peutetre parametree, si Ton respecte l’orientation, par t M\ {t) = (c + d - t, cp(c + d- 
t), te [c,d\. On a de plus 

M[{t) = et M' 2 {x 2 ) = [l,-(p r {c + d- 0). 
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On a done 


(fmmdx 2 ,M[{t))=fmm et </(M 2 (/dx 2 ,(M'(t)> = -/mm. 


Le resultat (4.4) s’en deduit par integration. 
Un calcul similaire montre que 



{X\,X2)dX\dX2 



et on obtient ainsi la formule dit de Green-Riemann 


Theoreme 2 (Formule de Green-Riemann). Soientf etg deux fonctions derivables sur un domaine 
2) del R 2 . On a la relation 


JJ s> [ OX 1 dx 2 

Remarque 3. Bien entendu, on peut aussi utiliser, si on prefere, le langage des champs de vecteurs, 
qui est probablement plus intuitif et ecrire 


dx\dx 2 — 


= [ fdx i 


+ gdx 2 . 



dV 2 

dxi 


( X h x 2 ) 


dV\ 

dx 2 


(Xi,X 2 ) 


dx\dx 2 — 



V{M)dM. 


oil V est le champ de vecteurs V{M) = (Vi (M), V 2 {M)). 


(4.5) 


Voyons une application interessante de la formule de Green-Riemann. 

Theoreme 3. Supposons que le domaine 2> sans trou. Soit V = (Vi, V 2 ) un champ de vecteurs deri- 
vable sur 2. On suppose que 


dV 2 dV\ 


sur 2). 


dx\ dx 2 

Alors V est un champ de gradient , e’est a dire qu’il existe unefonction f derivable sur 2 tellle que 


(4.6) 


V = grad/. 


Remarque 4. Au chapitre precedent, nous avions deja vu que la condition (4.6)etait necessaire 
pour qu’un champ de vecteurs soit un champ de gradient. Le resultat precedent montre done 
qu’elle est aussi necessaire, si le domaine ne possede pas de trou. 

Demonstration. Nous allons montrer que si V verifie la relation (4.6), alors V est un champ de 
vecteurs conservatif, ce qui entraine la conclusion, grace a la proposition 9 du chapitre precedent. 
Soit % une courbe fermee quelconque incluse dans 2, nous devons montrer que 



V{M)dM = 0. 


(4.7) 


Soit D 0 le domaine interieur limite par D. On a grace a la Remarque 


rr \ dV 2 dV\ 

0 = — -Ui,j: 2 )-— -(*i, 

JJ Do [ dxi ox 2 


x 2 ) 


dx\dx 2 — 


l 


3 et l’hypothese (4.6) 
V{M)dM, 


ce qui donne la conclusion. 


□ 
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Exemple 2. Considerons un champ de vecteur V lineaire, c’est a dire de la forme 


oil A est une matrice 2 x 2 


V{X) = A-X, 


d\,\ 0\ <2 

1 ^ 2,1 0 - 2 , 2 , 


On a done Vi(xi,X2) = <21,1X1 + <2i, 2 x 2 et V r 2 (xi,X2) = <22,1X1 + <12,2X2, de sorte que 


dV 2 dV\ 
dx\ dx 2 


- a 2) 1 - <21,2- 


V est done un champ de gradient si et seulement si 


< 22,1 - < 2 l, 2 > 


c’est a dire si et seulement si la matrice A est symetrique. Cherchons maintenant une fonction / 
telle que V = grad f, c’est a dire telle que 


- — (Xi,X 2 ) - < 2 ijXi + <21,2X2 
OX 1 

df 

— (xi,x 2 ) = a 2 ,iXi + <22, 2X2. 


On integre la premiere equation en traitant la varibale x 2 comme un parametre. Ceci donne 

, 1 ? 

fix i,X 2 ) = -< 2 U Xi + < 2 i, 2 X 2 Xi + ^(x 2 ). ( 4 . 9 ) 

o u la constante d’ integration <p(x 2 ) est une fonction de x 2 uniquement. En prenant la derivee 
partielle par rapport a x 2 de cette expression on obtient 

df . 

— (Xi,X 2 ) = <21,2X1 +cp (x 2 .) 

dx 2 

En reportant dans la deuxieme equation du systeme ( 4 . 10 ) on trouve done 


qui donne en integrant 


<p' {X2) — <22,1X1 — <21,2X1 + 02,2X2 — 02,2X2 


<p{X 2 ) = ~ 0 2 , 2 X 2 + C, 


o u c e U est une constante d’integration. II en resulte done que 

f =~ [oi,\x\ + 02,2X2 + 2 < 2 i, 2X1X2) + c. 
On verifie ainsi que Ton aV - grad f, avec 


f[X) = -A-X.X + c 

la forme quadratique associee a la matrice symetrique A. 
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Exemple 3. Considerons le champ de vecteurs V defini sur IK 2 par 


On a 


V{xi,x 2 ) = (Vi(xi,x 2 ), V 2 {xi,x 2 )) = (x2+3xf, 4 X 1 X 2 + 2 X 2 ). 
dV 2 dVi 


dx\ dx 2 


= 4X2 - 4X2 = 0, 


de sorte qu’il existe une fonction f telle que grad / = V. 

Pour trouver /, il faut done resoudre le systeme de deux equations 


[ df 4 o 

— (xi,x 2 ) =x| + 3xf 
0x1 


df o ? 

- — (xi , x 2 ) = 4xi X 2 + 2 X 2 . 


(4.10) 


On integre la premiere equation en traitant la variable x 2 comme un parametre. On trouve done 

f{X\,X 2 ) = X1X2 + -xf + (p{x 2 ), 

la constante d’ integration (p{x 2 ) etant une fonction de x 2 seulement. En prenant la derivee partielle 
par rapport a x 2 de cette expression on obtient 

df o , 

— (xi,x 2 ) = 4 xix 2 + ^ (x 2 .) 
dx 2 

En reportant dans la deuxieme equation du systeme (4.10) on trouve done 

ip'{x 2 ) = 4x1X2 + 2 x 2 - 4x1X2 = 2 x|, 


qui donne en integrant 


<p(x 2 ) = -X2 - c, 


ouceH est une constante d’integration. II en resulte done que 

r 2 3 4 3 4 

/ = -x 2 + XiX 2 + -x 1 + c. 

En guise d’exercice, voyons comment on peut retrouver la valeur de / par la formule (3.11) sur 
une courbe appropriees, par exemple 


0X=[0,X 1 \n[X l ,X], 


oil X\ = (xi,0). On peut parametrer le segment [0,Xi] par s >->• M(s) = (s,0) de sorte que M'{s ) = 
(1, 0) et done, sur ce segment, on a 

V{M)dM = V (s, 0) • (l,0)ds = Vi(s,0)ds = 3 s 3 ds. 

De meme, on parametre le segment [X\,X] par M{s) = (xi, s), de sorte que Mfs) = (0, 1) et 

V{M)dM = V'lxi,^) • (0, 1 )ds = V 2 {x\,s)ds = (4xi$ 3 + 2s 2 )ds. 
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On a done 


rx i rx 2 

fix 1 ,X 2 )= v 1 (s,0)ds+ V 2 (xi ,s)ds 

Jo Jo 

rx! rx 2 

= | 3s 3 ds + / (4xiS 3 + 25 2 )ds 
Jo Jo 

^4 4^3 

= -X l + X\X 2 + -x 2 , 


et toutes les solutions de l’equation grad / = V ont done la forme ^xf + X\X^_ + |x 3 + c, c e 05. 


4.3.1 Calcul de l’aire d’un domaine 

On peut utiliser la formule (4.5) pour calculer l’aire du domaine. En effet, le membre de droite 
de cette identite represente l’aire, si on choisit le champ de vecteurs de sorte que 


dV 2 dVi 

- — ix\,x 2 ) - ixi,x 2 ) = 1 sur Q). 

OX\ OX 2 


(4.11) 


On peut chercher de tels champs sous forme de champs lineaires. On verifier en particulier que 
les champs 

- _ 1 
V = (0,xi), V = [0,-x 2 ) ou encore V = -i-x 2 ,X\) 

sont des solutions de l’equation (4.11). En en deduit, en revenant a (4.5) 

Proposition 2. L’aire du domaine Q) est donnee par 


sz?irei3>) = f x\dx 2 = - f x 2 dx i = - f X\dx 2 - x 2 dxi, 
oil la courbe ( £ est orientee dans le sens trigonometrique. 

Exemple 4. Nous allons recalculer l’aire de 1’ ellipse limitee par la courbe d’equation 

Xi = acost, x 2 - bsint t e [0,27r],a, b > 0 
qui fournit bien l’orientation demandee. Ainsi l’aire S de l’ellipse est donnee par 


(4.12) 


S = — | x\dx 2 -x 2 dx\ 


2 Jo 

-If 

2 Jo 


acostdibsint) - b sin tdiacost) 


ab cos 2 tdt+ absin z dt 


1 r 2n 

= - I abi cos 2 t + sin 2 t)dt 

2 Jo 


abdt 


= nab. 
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4.3.2 Flux et divergence 

Supposons dans cette section que nous ayons un parametrage naturel s M(s) de la courbe 
c €, oil s e [0 ,L], et M( 0) = M(L), orientee dans le sens trigonometrique positif. On a done 

dM 

II Hs) || = || — U)|| = l. 

ds 

Soit n{s ) le vecteur unitaire orthogonal a f sortant de 3> au point M(s). On peut aussi exprimer 
cette condition en disant que les vecteurs (f (s), n(s)) forment une base orthonormee directe de 
R 2 . En coordonnees, on a 

H(s) = (M'(s),-M;(s)). 



Definition 2. On appelle flux du champ de vecteurs V a travers la courbe c € l’integrale 

Flu x(V, c €)=( V .n(s)ds. 

Jo 

Par abus de notation, on notera cette integrate 

Flu x(V,^)= f V(M(s)).n(s)ds 

Introduisons maintenant la divergence d’un champ de vecteurs. 

Definition 3. Soit V un champ de vecteurs derivable sur un domaine 3>, de derivees continues. 
On appelle divergence du champ de vecteurs V la fonction definie sur 2> par 

dVi dV 2 

div V (M) = - (M) + — ^ (M) 

ox i dx 2 

Exemple 5. Si V(xi,x 2 ) = (xi,x 2 ) alors divte = 2, alors que si V(xi,x 2 ) = (-x 2 ,xi), alors divi/ = 0. 
De maniere plus generate, si V est un champ lineaire, e’est a dire de la forme 

V(X) = A.X, 

oil A est une matrice 2x2, alors on verifie (exercice) que divte est une fonction scalaire constante, 
et que 

divte = Tr A 

ainsi, si A est antisymetrique, alors divte = 0. 
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Avec ces notations le Theoreme 4.5 peut se formuler comme suit : 


Theoreme 4. On a, sous les hypotheses ci-dessus 


£' 


divV(M)dxidx 2 = Flux(i/, 


■L 


V (M(s)) .h(s)ds. 


L’integrale de la divergence est done egale au flux a travers le contour. On appelle parfois ce re- 
sultat le theoreme flux-divergence ou encore le theoreme de Green- Ostrogradski. Nous verrons plus 
loin les interpretations physiques de cette relation. 


Demonstration. Introduisons le champ de vecteurs V 1 = (Vj 1 , v£) qui se deduit du champ V par 

V 1 m = (-V 2 {M),V l {M), 


de sorte que 

dV.f dVf 

div V (M) = — —ixi,x 2 ) - — —{xi,x 2 ). 
0X\ 9x2 

La relation (4.5) nous donne alors 


£' 


divV(M)dxidx 2 = 


L 

I 


L 


V{M)- L dM. 

V[M) ± .Mfs)ds 


On remarque que 

VlMlsd^.Mfs) = -V 2 {M{s)).M[{s) + Vi (M(s)).M'(s)) = V(M).n(s). 
La conclusion en decoule. 


□ 


4.3.3 Autres formules 

Nous donnons dans ce paragraphe quelques formules derivees des relations precedentes. 

Proposition 3. Soit f une fonction et V un champ de vecteurs definis, derivables et de derivees 
continues sur 9) . 

- Le champ de vecteurs fV defini par fV{M) = f{M)V{m) pour tout M e 2> est un champ de 
vecteurs derivable sur 3> dont la divergence est la fonction qui s’ecrit 


div( fV) = fdivV + V ■ grad/. 

(4.13) 

si fest deuxfois derivable alors 

div (grad/) = A / 

(4.14) 

et 

div (grad 1 /) = 0. 

(4.15) 

Si f etg sont des fonctions deuxfois derivables alors 

gAf = div (g. grad/) - gradg • grad/. 

(4.16) 
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Demonstration. Pour (4.13) on applique la formule de Taylor qui donne 


, - d{fVi) d(fV 2 ) 

div(fV) = . - + J 


= f 


dx\ 

dV\ 


dx 2 
dV 2 


dx\ dx 2 


df df 
+V J +V J 

OX i OX 2 


= / div V + V • grad/. 


Pour (4.14) on a comme grad / = [f Xl , fx 2 ) 


div (grad/) = 


dfx i | df X2 
dx\ dx 2 


d 2 f d 2 f 
— — + — — = A f. 
d 2 X\ d 2 x 2 J 


Pour (4.15) on a comme grad 1 / = {-f X 2 ,f Xl ) 


div (grad 1 /) = 


dfx 2 | df X] 

dx! dx 2 


d 2 f [ d 2 f 

dxidx 2 dx 2 dxi 

Enfin pour (4.16), on utilise (4.13) et (4.14) pourecrire 


= 0 . 


gA/ = gdiv(grad/) 

= div (g- grad/) - gradg.grad/ 


De ces formules, on peut deduire un certain nombre de formules integrales : 

Proposition 4. Soit f une fonction et V un champ de vecteurs definis, derivahles et de derivees 
continues sur 3) . 

- Onapouri - 1,2 et en ecrivant h{s) = («i(s), n 2 {s)) 


ff ^-dx 1 dx 2 = f f{M{s)).n, 
JJ® OXi Jcg 


{s)ds 


et done 


// grad/dxi<ix 2 = / fh{s)ds. 

JJ® J ^ 


[Attention : il s’agit d’une egalite de vecteurs !] 
On a 


ff fdivVdxidx 2 = f f[M(s))V(.M[s))ds- ff grad/- V dx\dx 2 . 
JJ® J ^ JJ® 


Demonstration. Pour la premiere identite, on prend le champ de vecteurs V = (/, 0) si i=l, et V = 
(0 ,/) si i = 2 puis on applique le Theoreme 4. Pour la derniere, on part de la formule (4.13) et on 
applique de nouveau le Theoreme 4. 
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4.3.4 La divergence en coordonnees polaires 

Comme nous l’avons deja vu, la base de reference pour faire des calculs en coordonnees po- 
laire, c’est la base (e r , eg) . II s’agit d’un repere mobile, puisqu’il depend du point ou il est considere. 
Supposons done que le champ de vecteurs considere V soit exprime en coordonnees polaires au 
point M = (rcos0, rsind) 

V{M) = V r {r,9)e r (M) + V e (r,9)e e {M). 


o u 

e r = (cos0,sin0) et eg - (-sin0,cos0). 

Si on ecrit maintenant V ={V\, V 2 ) en coordonnees cartesiennes, on obtient 

V] = V r {r, 6) cos 9 -Vg{r, 9) sin 9 
et 

V 2 - V r (r,9)sin9 + Vg(r,9)cos9. 

II vient alors, par la regie des fonctions composees, et en utilisant l’expression de la matrice Jaco- 
bienne (2.18) 

dV\ dV\ dr 3V 1 39 „3Vi 1 3V X 

- — = — — - — + — — - — = cos 9— sinu— - 

dx i dr dxi 39 dxi dr r 39 


= cos 9 
- -sind 


dV r a dVg 

dr dr 

3V r n n 3V g 

r cosd-VrSinS — — ^sm0-Vgcos0 


39 


39 

3Vg 


? „3V r V r n 1 

= cos 2 9 — — h — sin 2 0 + -sin 2 0 

dr r r 39 


sin 0 cos 0 


r r 

9V l + 9V l 

dr dr 


~Vg 


et 


dV 2 3V 2 dr 3V 2 39 dV 2 1 dV 2 

- — = —— - — + — — - — = sin0— — + -COS0— — 
dx 2 dr dx 2 39 dx 2 dr r 39 


- sin0 


(5^ . „dVg 

sin0 + — — cos 0 


dr 


dr 


+ -cos 0 
r 

3V r 


dV r 


n 3Vg 

— — sin0 + V r cos0 + — — 
39 39 


cos 0 — Vesin0 


V r 


9Vg 


- sin 0—— + — sin' 9 + - cos 0- 

3r r r 39 


+ -sin0cos0 
r 


3Vg dVg 

r ^7 + ^7- Ve 


En faisant la somme, on trouve finalement 


T j dV\ 3V 2 3V r V r 1 dVg 

div V = - — + - — = + — + - —— 

dxi dx 2 dr r r 39 


ou encore 


r 1 d{rV r ) 1 dVg 

divV = + -— — . 

r dr r 39 
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4.4 Changements de variables 

Commengons par quelques rappels de geometrieelementaire. 

4.4. 1 Aire d’un parallelelogramme 

Considerons tout d’abord le parallelogramme OACB ci dessous : 



Ces cotes sont deux a deux paralleles, on done, 

X = OA = BC 

et 

Y = OB = AC. 

Cherchons maintenant a calculer l’aire ,<d de ce parallelelogramme. La geometrie elementaire 
nous enseigne que 

*/=||!||.||?||sin0. 

Ce resultat peut aussi s’ecrire en utilisant la theorie du determinant, a savoir 


sd — |det(X, 7)| = 


Xi 

yi 

X 2 

72 


\xiy 2 -x 2 yi 


Considerons maintenant une application lineaire T de !R 2 vers [R 2 , et calculons l’aire de l’image 
parT ducarr eC= [0,1] 2 . L’image dece carre estun parallelelogramme porte par lesvecteurs T[e 1 ) 
et T{e 2 ) de sorte que l’aire (algebrique cette fois) se calcule comme 

«c/ire(r([0, l] 2 )) = |det(T)| . (4.17) 


De maniere plus generate, si on considere le rectangle [0, d\] x [0, C 2 ], alors l’aire algebrique de son 
image par T 

sdixe[T{[t),d\] x [ 0 ,^ 2 ])) = (\( 2 |det(T)|. (4.18) 
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4.4.2 Aire de l’image d’un rectangle elementaire 

Considerons maintenant une application O d’un domaine D. de R 2 vers un domaine S> de R 2 
egalement, supposee derivable de derives continues. On suppose de que O est de plus une bijec- 
tion de O sur 3>, de sorte que O peut etre considere comme un parametrage de @ par le domaine 
Q. II s’agit de la situation typique que Ton rencontre lorsqu’on fait un changement de variable : si 
M = (Mi, M 2 ) un point quelconque de 3>, et si 

U = ( U\ , u 2 ) = 0 -1 (M), c’est a dire Mi = u 2 ) et M 2 = (p 2 {U\, u 2 ). 

alors les valeurs de u\ et u 2 correspondent aux nouvelles coordonnees de M. 

& 



Soit done M = (Mi, M 2 ) un point quelconque de et U = (iq, u 2 ) comme ci dessus. II resulte 
des resultats de la Section 2.5.4 du Chapitre 2, qu’au premier ordre l’application O est bien appro- 
chee, pres de U par l’application affine O(LA) + Dq,{U ) h, plus precisement on a 

®([/+fi)) = ®{U) + D< s> {U)h+\\h\\e{h), 


oil D ( d designe la matrice jacobienne de ® c’est a dire 


D > d = 


d<I>i 

d<&i\ 

du\ 

dii2 1 

3<J>2 

(9<J>2 1 

du\ 

dii2 ) 


Considerons maintenant un rectangle elementaire de cotes de longueurs Aiq et A u 2 dont un 
des sommets est U. On a d’apres les resultats de la section precedente et le developpement limite 
(4.4.2) 


^/ire(®([ui, Ui + Aiq] x [u 2 ,u 2 + Au 2 ])) =det(Dq>(U))AuiAu 2 + o(AuiAu 2 ). 


(4.19) 


4.4.3 La formule du changement de variable 

On considere une fonction / definie sur Q). La fonction / o ® est done definie sur O. On a alors 

Theoreme 5. On a 

// f{x\,x 2 )dxidx 2 = // /(®(mi, u 2 )) IdetCDddiq, u 2 ))\duidu 2 

JJ <3> JJn 
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oil clelDfi, designe le determinant jacobien 


detD<D(wi, U2 ) = 


^jr{Ui,U2) ^jr(Ui,U2) 

^1>U2) g(^ 2 ). • 


Remarque 5. Notons qu’il faut prendre ici la valeur absolue du determinant Jacobien (qui peut 
bien entendu etre negatif). 


Idee de la demonstration. Elle s’appuie sur 1’ interpretation de l’integrale comme l’aire ponderee. 
Dans cette interpretation, 1’ integrate du membre de droite 


l 


f{xi,x 2 )dxidx2 


(4.20) 


represente done l’aire de 2>, ponderee par la fonction /. Par ailleurs, la fonction O nous permet de 
parametrer @> par O. Si on decoupe, comme nous l’avons fait pour (4.1) sur Q), le domaine O. en 
rectangles elementaires Rij de cotes de tailles Aui et A u 2 , alors l’aire de l’image par O de Rj j est 
approximativement l’aire d’un parallelogramme donnee par (4.19), e’est a dire 


|det {Dq > (U i ,j))\AuiAu 2 , 


o u Ujj est un des sommets du rectangle A’/j. En ponderant cette aire par f (0(f/,j) et en sommant 
on trouve done une approximation de (4.20), a savoir 


// f{xi,x 2 )dxidx 2 - ^/( 0 (LA ;j )|det(D< I ,([/ ;j ))|AuiAu 2 , 
JJd ij 


ce qui mene directement au resultat. □ 

Remarque 6. On utilise aussi la notation 


detDo(ui, u 2 ) 


D(Q i,P 2 ) 
D{ui, u 2 ) 


P{Xi,X 2 ) 
D{u\, U 2 ) 


pour designer le determinant Jacobien. en particulier si 


Remarque 7. II resulte de la formule de changement de variables, en prenant / = 1 que 


srfire{3>) = 



\detDq>{ui, U 2 )\du\du 2 - 


En particulier, si | detDq>{u\, u 2 )\ = 1 sur O. alors 


^/ire(®) =^/ire(E2). 


Coordonnees polaires. Le calcul des integrates en coordonnees polaires fournit un exemple inte- 
ressant d’ application de la formule de changement de variable. 

Considerons le disque D a de centre 0 et de rayon a. Si on parametre ce domaine en coor- 
donnees polaires, e’est a dire que Ton fait correspondre aux nombres (r,0) le point M 2 de Q) de 
coordonnees cartesiennes 

Mi = rcos0 et M 2 = r sind, 
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alors nous sommes exactement dans la situation que nous avons decrite plus haut : ici Q = [0, a] x 
[0,27r[, 3> = D a et 

Oi(r,0) = rcosO et 0 2 (r, 0) = rsind. 

Calculons le determinant Jacobien de O : 


detD<j)(r,0) = 


^ir,0) d -§f{r,0) 
^(r,0) d -§f(r,0) ' 


Si on procede au calcul effectif, il vient 


detD<D(r,0) = 


cosd -rsind 
sind rcosO. 


Soit maintenant / une fonction definie sur D a . Posons f{r,Q) = /oO(r,0) = f [rcosO, rsinO). II 
vient 



,X2)dX\dX2 = 


IL 

IL 


a] x [0,27 r[ 


a] x [0,2 tt [ 


fir, 9) rdrdO 
fircosO, rsind) rdrdO. 


en termes abreges, on dit souvent que l’element de volume s’ecrit, en coordonnees polaires comme 
rdrdO. 

Exemple 6. Calculons l’integrale double 


JJ s> l + xf 


+ x$ 


-dx\dx 2 , 


oil 3> - {(jci, x 2 ) £ + x\ < 1}. En coordonnees polaires, on a done 


/= If 

0,1 


rdrdO = 


, 1] x [0,27r] 1 + r A 

En utilisant la formule de Fubini on trouve done 


= f[ 

JJ[ 0,1] x [0,27r] 1 


+ r z 


: drd0. 


I = f 71 f f 1 — —dr) dO = 2; r f * — 

Jo [Jo 1 + r 2 ) Jo 1 + r 2 

Pour calculer cette derniere integrate posons u = r 2 de sorte que du = 2rdr et 

r 1 i ! 

I = n I du = 7r [log(l + u)] 0 = 7rlog2. 

Jo 1 + w 


4.4.4 Invariances par changement de repere orthonorme. 

La formule du changement de variables montre immediatement que les integrates sont inva- 
riantes par changement de reperes orthonormes. Montrons qu’il en est de meme pour la diver- 
gence. La discussion que nous menons ici est tout afait parallele a celle menee dans la section 
(3.1.2) pour le gradient. 
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Comme pour le gradient que la definition (3) est relative a un choix de repere orthonorme 
(£ 1 , 62 ), qui determine les coordonnees cartesiennes (jci, JC 2 ). Introduisons un nouveau repere or- 
thonorme (e' ] , e' 2 ) et des coordonnees x[, x' 2 correspondantes desorte que X\ e } + x 2 e 2 = x\e\ +x r 2 e' 2 ? 
Soit V un champs de vecteur donne sur ®. Ce champ s’exprime dans la base (iq , e 2 ) comme 

V{M) = Vi{xi,X 2 )ei + V 2 {xi,x 2 )e 2 , pour M de coordonnees (xi,X 2 ) dans (ei,e 2 ) 


Son expression dans la nouvelle base sera alors 

V{M) = V[{x[,x r 2 )e[ + V 2 {x[, x 2 )e 2 , pour M de coordonnees {x[,x 2 ) dans 
En posant X = (xi, x 2 ) et X' = (x' p x 2 ) on a 

t X = P t X', 


oil P = P(c 
vient 


c designe la matrice de passage de l’ancienne base vers la nouvlele. De meme, il 


V'{x[,x' 2 ) = 


V^x'.x',)^ 
{V^x[,x' 2 ) 


= P 


Vi(xi,x 2 ) 

{V 2 {xi,x 2 ) 


= pV{x i,x 2 ). 


(4.21) 


Quelle est l’expression de la divergence dans cette nouvelle base? 

Proposition 5. On a pour tout Me® 

_ dV{ dV 2 . . 

div V (M) = -Q-j- (x lt x 2 ) + {x[ ,x'), 

ou (xi, x^) designe les coordonnees de M dans la base (e\ ,e' 2 ). 

L’expression de la divergence dans la nouvelle base est done identique a celle dans l’ancienne 
base. 


Preuve. L’expression ( 6 . 6 ) s’ecrit comme 

V'(X') = PV{P t X'). 


On utilsant la regie de derivation composee on trouve 


(dV[ 

dVA 


(dV 1 


dx\ 

dv\ 

dxL 

dv\ 

(x[,x 2 ) = P 

dx\ 

dV 2 

dx' 2 

dV 2 

<dx[ 

dx' 2 J 


< dx 'i 

dx 2 ; 


(xi,x 2 ).P r 


et done comme P l = P 1 , 


(dVi 

dxi 


dVg 

V ax i 


dxL 
dVz 
dx 2 j 


(xi,x 2 ) =P r 


(dV[ 

dx j 

d v\ 

<dx.[ 


dVX 

dxi 

dv\ 

dx' 2 ) 


lx[,x 2 )P 


la divergence correspond a la trace de la matrice du membre de gauche de cette expression. Comme 
une trace est invariante par conjugaison, e’est a dire 


TrA = trPAP 1 


pour toute matrices A et P, si P est inversible, le resultat en decoule. 


□ 


Remarque 8. Attention, l’enonce n’est valable que pour des changements de bases orthonorme. 
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4.5 Calcul du volume d'un domaine de U 3 


Soit / une fonctions de deux variables definie sur un domaine 3>, limite par une courbe c € . 
Nous avons deja vu que si / est une fonction positive definie sur @, eL Tf la surface de R 3 repre- 
sentant le graphe de /, alors 1’ integrate de / sur 3> fournit le volume du domaine Y de R 3 delimite 
par Tf et les paralleles a Ox 3 menees par les points de ^ . Ceci permet de calculer des volumes 
dans R 3 . Donnons un exemple. 


Considerons la boule B de R 3 centree a l’origine (0,0,0) et de rayon R. La demi-boule supe- 
rieure est limitee par le graphe de la fonction 


x 3 = ^R 2 - x 2 - x\ 

au dessus du disque D R de R 2 de centre 0 et de rayon R. Le volume de B est done donne par 


Vol(5) = 2 JJ \J R 2 -x\- x\dx\dx 2 - 


’Dr 

Pour calculer cette integrate effectuons le changement de variables polaires 

Xi = rcos0, X2 = rsin0, 

o u (r,0) prend ces valeurs dans le domaine Q. = [0,te] x [0, 27r[, et 

D[x i,x 2 ) 


D(r, 9) 


r. 


On obtient 
de sorte que 


Vol(5) =2 


R 2 - x\ - x\ - VR 2 -r 2 

ItX‘ 


?2 - r 2 rdrd0. 


En appliquant le theoreme de Fubini il vient 

’ *R ( f*2ji 


Vol(5) = 2 1.(1. V R 2 - r 2 rddj dr. 

On integre d’abord par rapport a 9. Comme V R 2 - r 2 r ne depend pas de 9, on obtient 

f Vr 2 - r 2 rd9 = 2j x\J R 2 - r 2 r, 

Jo 


d’ou 


Vol(B) 


=2 f 2 kVr 

Jo 

= 4n [ R VR 

Jo 


2 - r 2 rdr 


2 - r 2 rdr. 


Pour calculer cette integrate, on peut faire le changement de variable t = R 2 - r 2 . On a alors dt 
-2 rdr, e’est a dire rdr - ~^dt, et t varie entre R 2 et 0. On obtient 


Vol(£) 


= 4 4 0 

Jr 2 


1 1 , 

t 2 (-- )dt ■ 
R 2 2 


r 2 ^ 

2 3 

I t 2 dt = 2n 

-t 2 

Jo 

[3 


= -nR. 
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4.6 Interpretation de la divergence et du flux 

Nous avons introduit l’operateur "divergence" dans la Section 4.3.2. Cet operateur intervient 
dans de nombreuses modelisations, en physique, en mecanique, ou en biologie. Le but de cette 
section est d’eclairer un mecanisme dans lequel cet operateur intervient de maniere naturelle. 


Considerons un domaine Q) de K 2 , et un champ de vecteurs V defini sur S>. Reprenons l’ana- 
logie avec le champs de vitesse d’un fluide, developpee a la Section 3.1.3, c’est a dire supposons 
que le champ de vecteurs V represente le champ des vitesses du fluide : pour chaque point M du 
domaine, V (M) designe la vitesse des particules elementaires constituant ce fluide en ce point. 
Les particules du fluides sont done regies par l’equation (3.6) 


dM 

— (f) = V(M(f)),feJ 
< dt 

M( 0) = M 0 , 


(4.22) 


La particule etant au temps 0 en M 0 se retrouve au temps t en M(t). Soit O 0 un domaine inclus 
dans 3> strictement, et soit L2 f le domaine occupe au temps t par les particules presentes au temps 
0 dans L2 0 . La question que nous nous posons alors est la suivante : 


Q : Comment I’aire deQ. t notee ,s/ire(Q,) evolue-t-elle au corns du temps ? 


Essayons de calculer en particulier la variation 


dsd ire(H r ) 


dt 


A cet effet, remarquons tout d’abord que 


^/ire(Of) = 



dx\dx2, 


integrale dont le domaine change au cours du temps. Afin de nous ramener a un domaine fixe, 
nous allons parametrer le domaine Q. t par le domaine au temps 0, a savoir O 0 . Notons O f l’appli- 
cation qui au point M 0 associe sa position M{t) au temps t , c’est a dire 


<D f (M 0 ) =M(f) 


o u M(t) est la solution de l’equation differentielle (4.22). La formule du changement de variable 
nous donne alors 



dx\dx2 — 



\J<b t i.m\, m 2 )\ dm\dm 2 , 


ou en a pose 
On a done 


J® t = det (D<j> t ). 


dsrf ire (n f ) 

dt l f= o 


d_ 

dt 

l 


!L h> 


(mi, m 2 )dmidm 2 


lf=0 


[J<t> t (mi, m 2 )]| f o dm\dm 2 . 


(4.23) 


ou nous nous sommes autorises, sans le justifies a deriver sous le signe somme. On a alors le 
resultat suivant 
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Proposition 6. On a 


d_ 

dt 


[/ O( (m 1 ,m 2 )] |(=o 


= divt/fmi, m 2 ). 


Justification. Nous n’allons pas fournir de preuve rigoureuse de ce resultat, mais, en revanche, 
essayer d’en indiquer une justification intuitive. Au vu de (4.22) on a envie d’ecrire pour t petit 


O f (Mq) - Mq - tV{M(t)) 


et done 


7® (mi, m 2 ) - 


1 + t 


i + f in 

1 + 1 dmi 
dV 2 
dm\ 

fdV i 


+ ■ 


t dVi 
L dm 2 

1 + l dm 2 
dVo 


y dm\ dm 2 


+ r 


'dVi dV 2 
K dmi dm 2 


Le resultat s’en deduit. 


dV\ dV 2 \ 
dm 2 dm\ ) 


□ 


Revenons a (4.23), que nous pouvons maintenantecrire sous la forme 


dsrf ire(I4 f ) 


dt 


lf=0 



divV{mi, m 2 )dmidm 2 . 


(4.24) 


On peut done interpreter l’integrale de la divergence comme la derivee de l’aire occupee par les 
particules, lorsqu’elles sont transportees par le champ de vecteurs. Notons que si la divergence du 
champ de vecteurs est nulle, alors le volume occupe par les particule est invariant au cours du 
temps. C’est par exemple approximativement le cas pour des liquides comme l’eau. Les gaz, en 
revanche, sont compressibles. 


Interpretation du flux. Considerons un variation de temps elementaire At, qui fait passer le do- 
maine L2 0 a £l\ t . Si l’on compare le volume occupe par les deux domaines, on s’apergoit que la 
difference entre les deux domaines est due, au premier ordre, aux particules pres de la frontieres, 
transportees par le champ de vecteurs V. Une particule presente au temps 0 en M se retrouve 
au temps A t au point M + V(M)At. La difference entre les deux domaines, est representee, en 
premiere approximation, par la courbe Jo que Ton munit d’une "epaisseur " en chaque point de 
l’ordre de V.n At. La difference de volume est done 

At / V.n{s)ds. 

J’ig 

qui est precisement le flux multiplie par At. 
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Equation de conservation (hors programme). Supposons que le fluide ait une densite pit, M) par 
unite de surface, au point M. La masse contenue dans O f s’ecrit done 

// p{t,x\,X2)dx\dx2 = // p(t,®t(mi,mi)) J<s> t (mi,m2)dmidm2 (4.25) 
JJn r ■'■hin 


Ji(t) = 

la conservation de la masse s’ecrit 
En derivant l’expression (4.25) on trouve 


d 

—M(t) = 0. 

U t 


—Jt{t)\ t=o = JJ q [p{t,O t imi,mi))] u=0 U 0 imi,m 2 )dmidm 2 

+ IL [U t (m 1 ,m 2 )] u=o dmidm2. 


Comme O 0 = Id, on a /® 0 (mi, m 2 ) = 1. Par ailleurs, on a 


d 


dp. 


d 


[p{t,O t {mi,mi))] = -j-((f,O f (mi,mi)) + — (O f (M(f)) -gradp 
at at at 

dp 


d’o u 


— ((f,O f (mi,mi)) + C (O f (mi, mi)) -gradp, 


d r , dp - — ■* 

— p(t,O r (mi,mi)) , = — (it, mi, mi) + V(mi, m 2 ) -gradp(0, mi, m 2 ). 

nt n t 


dt irK ^ J '»= 0 dt 

En reportant ces relations ainsi que (4.24) dans (4.27) on obtient fmalement 




. — + V.gradp + p.divC 
n 0 [ dt 


( 0 , mi, mi)dmidm 2 . 


Comme 


V. gradp + p.divC = div(pE] 

et en utilisant maintenant la conservation de la masse (4.26) on obtient 


II, 


dp 


(4.26) 


(4.27) 


. — + div(pC) ](0, mi, m 2 )dm 1 dm 2 = 0. 
o 0 L dt ) 

Cette identite etant vraie pour tout domaine n 0 , on en deduit finalement l’equation locale de 
conservation de la masse 

dp 

+ div(pV') = 0. (4.28) 

Remarque 9. Dans de nombreuse application, le champ de vecteurs V depend egalement de t. 
Cependant, cela ne change pas le resultat des calculs precedents, et en particulier (4.28) reste va- 
lable. 


Exercices 
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Exercice I 


1) Soit A une matrice 2x2: 

_ d\,\ a l,2\ 

V^2,l £ 12 , 2 ) 

1) On note A f la matrice transposee. Montrer que Ton peut decomposer la matrice A de maniere 
unique sous la forme 

A = B + C, 

o ii la matrice B est symetrique, c’est a dire B = B l , et la matrice C est antisymetrique, c’est a dire 
C f = -C. Donner les expressions de B et C. 

2) On considere le champ de vecteur lineaire 


V(X) = A.-X, 


et une courbe fermee c € , orientee dans le sens trigonometrique. Calculer 



V{M)dM 


en fonction de l’aire du domaine 9) entoure par c € et des coefficients de A. 
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Chapitre 5 

Analyse vectorielle dans R 3 


5.1 Introduction 

Le but de ce chapitre est de voir comment les notions developpees dans le cadre des fonctions 
a deux variables se generalised aux fonctions de trois variables. Pour de nombreuses notions, 
cette generalisation se fait sans peine, car elle est assez directe. Certaines notions en revanche re- 
quierent 1’ introduction de nouveaux concepts, et de nouveaux outils. 

Commengons par quelques rappels sur l’espace R 3 . 

5.1.1 Rappels sur U 3 

Comme R 2 , l’espace R 3 est un espace vectoriel lorsqu’on le munit de la loi d’ addition 
(xi,x 2 ,x 3 ) + (yi,y 2 ,j/3) = Ui + yi,x 2 + y 2 ,X 3 + y 3 ),VX = (xi,x 2 ,x 3 ) eR 3 ,VF = (xi,x 2 ,x 3 ) e R 3 . 
et de la loi de muliplication par un scalaire 

A.(xi,x 2 ) = (Axi, Ax 2 , Ax 3 ), MX = (xi,x 2 ,x 3 ) e R 3 A e R. 

Le produit scalaire note devient 

X.Y = xi.yi + x 2 .y 2 + x 3 .y 3 , MX = (xi,x 2 ,x 3 ) e R 3 , MY = (yi,y 2 ,y 3 ) e K 3 , 
et la norme associee dite norme euclidiennne || • || est alors donnee par 

||X|| = = ^x 2 + x 2 + x 2 >0, MX={x i,x 2 ,x 3 ) eK 3 . 

Les proprietes presentees dans la Proposition 1 du Chapitre 2, ou dans les inegalites (2.1) et (2.2) 
restent valables. 

Le produit vectoriel. Cette operation est specifique a R 3 : elle associe a un couple de vecteurs de 
K 3 un vecteur de [R 3 . 

Definition 1. Soit X = (xi,x 2 ,x 3 ) et Y = (yi,y 2 ,y 3 ) deux vecteurs de R 3 . Le produit vectoriel de X 
par Y est le vecteur, note X A Y defini par 

X a Y = (x 2 y 3 - y 2 x 3 , x 3 yi - y 3 xi,xiy 2 - yix 2 ). 
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Par exemple, si e\ = (1,0,0), e 2 = (0,l,0),e 3 = (0,0,1) sont les vecteurs de la base canonique, 
alors on a 


q a ?2 - ?2 a e 3 - e\ et e 3 a e\ - e 2 . 


Jb 



Remarque 1. Pour se souvenir de l’ordre dans lequel on doit prendre les coordonnees, on ecrit 
souvent l’operation A en utilisant des vecteurs colonnes 






r ^y3-y2^3' 

X 2 

A 

yz 

= 

^yi - y 3 Xi 

^ 3 ; 


IP3; 


,xiy 2 -yix 2; 


La premiere ligne du produit vectoriel est obtenu en "cachant" la premiere ligne des vecteurs X et 
Y et en prenant le determinant des elements restants, et de meme pour les autres lignes. 


On verifie les proprietes suivantes : 

Proposition 1 . On a pour tous vecteurs X, Y, Z de K 3 et tout nombre A 

XaY=-YaX 
{X + Y)aZ = XaZ+YaZ. 
Xa(Y + Z)=XaY + XaZ 
(AX)aY = A(XaY). 


On a egalement 

Proposition 2. On a X aY = 0 si et seulement si X etY sont colineaires, c’est a dire qu’on a X - AY 
ouY - AX pour une constante A. 

Demonstration. Montrons d’abord que la condition est suffisante. Supposons par exemple que 
X - AY, le cas = AX se traitant de meme. On a alors Xi = Ay\, x 2 = A y 2 , x 3 = Ay 3 . Ceci entraine 

X aY = ((x 2 y 3 -y 2 x 3 , x 3 yi -y 3 xi,xiy 2 -yix 2 ) = (0,0,0). 

Montrons maintenant que la condition est necessaire. Supposons que X A Y - 0, eL montrons que 
les vecteurs sont colineaires. Si X = 0, on X = OF et la propriete est done demontree. Sinon on a 
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(xi, X2> x 3 ) (0,0,0). Supposons que x x 5^ 0 (les cas X2 ^ 0 ou X3 ^ 0 se traitent de la meme fagon). 

Comme on a suppose que 

XaY = (x 2 y 3 -y 2 x 3 , X 3 yi-y 3 Xi,xiy 2 -yix 2 ) = (0,0,0) 

on a en particulier x 3 y\ - 3/3X1 = 0 etx\y 2 - 3/1X2 = 0. Comme xi ^ 0, il en resulte que 3/3 = x 3 yi / xi 
et 3/2 = yix 2 /xi. D’o u 

- 3/1 

Z = (3 / nyi^2/xi,x 3 3/i/xi) = — (xi,x 2 ,x 3 ) = AX 

Xi 

ou A = 3/1 / Xi . La propriete est done demontree. □ 

Finalement nous avons (resultat que nous admettrons) 

Proposition 3. Le vecteur X A Y est orthogonal aux vecteurs X etY. La norme \\X A Y\\ est egale a 
I’aire du parallelelogramme de cotes X etY. 

Interpretation geometrique du determinant 

Soient X, Y, et Z trois vecteurs de U 3 . La valeur absolue du determinant det(X, Y, Z ) s’interprete 
comme le volume du parallelepipede dont les cotes sont paralleles a X, Y et Z 

| Vol | = det (X, 7, Z) | . 

Le determinant est le produit vectoriel sont relies par la formule suivant 
Proposition 4. Soient X, Y, etZ trois vecteurs de U 3 . On a 

det (X, Y,Z) = X aY .Z. 



5.2 Limites, continuites et derivation dans R 3 

La notion de limite, presentee dans le cas des fonctions sur i 2 au Chapitre 2 dans la definition 
2.4, se transpose presque mot pour mot au cas des fonction / sur K 3 . II en est de meme de la notion 
de continuite. 

La notion de derivee partielle se generalise egalement sans peine. Soit / une fonction deinie 
sur K 3 et M 0 un point du domaine de definition tels que / est definie pres de M 0 . 
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Definition 2. Soit i = 1,2 ou 3. On appelle derivee partielle de / en M 0 par rapport a la variable x / 
la limite suivante, lorqu’elle existe 


, /(M 0 + fe;) - /(M) 

(M 0 ) = lim ^ 1 J . 

ox,- r— o t 


on la note 


df 


//(M 0 ), 5jc-/(Mo) ou encore comme ci-dessus (Mo). 

1 OX; 


On conserve bien entendu les memes regies de calcul : 

Proposition 5. On a pour i = 1, 2 ou 3 

(/ ± g) Xi = fx t ± g' Xi ’ if g) Xj = f' Xi g + fg' Xi . 

De plus si Id ou g ne s’annule pas 

7V _ f' Xi g~fg' Xi 
< g) Xi ~ g 2 

On a egalement le developpement limite suivant : 

Proposition 6. On suppose que f' x . est definie et continue pres de M, pour i = 1,2 ou 3. Alors on a 
pour h = {hi,h 2 , h 3 ) petit 


flM + h ) = f{m x + hi, m 2 + h 2 ) = flM) + 7// (M) + h 2 f X2 {M) + /z 3 //(M) + || fc||e(/i), 

ou lafonction e est definie pres de 0 et verifie 

lim e{h) = 0. 
h^O 

On peut ecrire le developpement (5.1) sous la forme condensee 


(5.1) 


/'(M+ h) -/(M) = ft.grad/(M) + ||fi||e(fi). 


(5.2) 


oil on definit le champ de vecteurs grad comme en dimension deux par la formule 


grad /(M) = (//(M),//(M),//(M)). 


*2 V 


IX 3 ' 


Enfin, pour calculer la derivees de fonctions composees, on calcule les matrices Jacobiennes, 
et on utilise comme en dimension deux la formule (2.17). 


Lorsque / est derivable pres d’un point de son domaine de definition et que les derivees par- 
tielles y sont derivables, les derivees de ces dernieres sont appelees les derivees secondes. On note 
pour i = 1,2,3 et j = 1,2,3 

d 2 f d I df \ 

5 . = 7— / P our 1 / J 

OXiOXj OX\ \OXj J 


et 


d lL = JL(?L 

dx? dxi\dxi)’ 
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Theoreme 1. Si les derivees secondes existent et sont continues pres d’un point M donne, alors on a 

j (M) 

La demonstration est similaire a celle de la dimension 2. Elle nous fournit de plus, comme en 
dimension deux : 

Theoreme 2. Si les derivees secondes existent et sont continues pres d’un point M donne, alors on a 
pourh = {h\,h 2 , h 3 ) 

, l 3 q2 £ 

f (M + h) = /(M) + h.gmdfm + (M+ \\h\\ 2 £[h). (5.3) 

Z • j O jCfU X j 

5.3 Courbes parametrees dans IR 3 

Les definitions sont semblables a celle donnees pour les courbes de R 2 . Soit I un intervalle de 
IK et soit une application M : I — * K 3 definie par M(t) = (Mi(t),M 2 (t),M 3 (t)), pour tel. Soit 
1’ image de I par M, c’est a dire 1’ ensemble des points de IR 3 de la forme 

^ = {f) = (M 1 (f),M 2 (f),M 3 (t)), tel}. 

On dit alors que c € est une courbe parametree par M. La notion de point ordinaire est identique 
au cas du plan, a savoir qu’un point M(t) est dit ordinaire si et seulement si 

M\t) = ^ (0,0,0). 

Pour un point ordinaire M{t) les vecteurs tangents en M(t) a la courbe sont les vecteurs non nuls 
colineaires aM'(f),et la droite tangente se definie comme en dimension deux. II en est de meme 
de la notion de longueur, ou de parametrage naturel. 

5.4 Surfaces parametrees dans R 3 

La definition des surfaces parametrees de IR 3 s’inspire de celle des courbes parametrees, a la 
difference notable qu’elles ne sont pas parametrees par des intervalles, mais par des domaines de 
12 . 

Soit done D. un domaine de R 2 et soit M = (Mi, M 2 , M 3 ) une application de D. dans R 3 

M:L2-»R 3 , (Mi, u 2 ) — >■ ir 2 ),M 2 (iri, u 2 ),M 3 {ui, u 2 )) pour {u\,u 2 ) eQ. 

La surface parametree Sf est l’image de D. par M, c’est a dire l’ensemble 

- {(Mi(mi, m 2 ),M 2 (mi, m 2 ),M 3 (mi, m 2 )) {u\, u 2 ) e L2}. 

Nous supposerons de plus que les applications Mi, M 2 , M 3 sont derivables de derivees continues. 
Posons alors 

dM _(dM 1 dM 2 dM 3 \ 
dui dui ’ du\ ’ du\ ) 

et (5.4) 

dM _ dM\ dM 2 dM 3 \ 
dui du\ ’ du\ ’ du\ J ' 



d 

(df 

dxi 

dxj 
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Ces deux vecteurs sont tangents a la surface SP au point M. Le vecteur 


in - 


dM dM 
du\ du 2 


est orthogonal a la surface SP au point M. Nous supposerons dans toute la suite qu’il n’est pas 
nul. 1 Posons 


in 

II mil 


dM . dM 
dui A dii2 

dM . dM 
dui ' dii2 


Le vecteur n est un vecteur unitaire, car 


IIH| = 1 


et de plus il est orthogonal a la surface. Ce vecteur depend du point M(ii \ , u 2 ) de maniere continue. 
Nous dirons que la surface SP est orientee suivant le vecteur n . 2 


Remarque 2. Pour changer l’orientation, il faut changer nen-ii, et done definir un nouveau para- 
metrage. Par exemple, pour le faire, on peut permuter les variables iq , et u 2 , de sorte que la surface 
est parametree par ( u 2 , u x ). 


On appelle plan tangent en M{u\, u 2 ) le plan affine passant par M{u\, u 2 ) et parallele au sous- 
espace vectoriel engendre par les vecteurs el II est done orthogonal au vecteur n au point 
M. On a done 


Proposition 7. Soit M 0 - M{{u° v w°)] = (M°, M®, M°) un point de S? . Soit m 0 et no les vecteurs or- 
thogonaux associes comme ci-dessus. alors le plan tangent en M 0 admet pour equation 

(xi - Mj, x 2 - M°, x 3 - M°).fho = 0 

ou encore 

(xi - M°, x 2 - M°, x 3 - M3). H 0 = 0 


Exemple 1. Soit e x et e x deux vecteurs de U 3 , non colineaires, et soit b un vecteur quelconque de 
[R 3 . Alors, l’ensemble 

SP - {sHi + te 2 + b, seRpeR} 

est bien une surface parametree, il s’agit du plan affine passant par b, et dont le plan directeur est 
engendre par les vecteurs e x et e 2 . Son plan tangent est identique a lui-meme. 


Le cas des graphes. Un exemple de surface parametree de R 3 est fourni par le graphe d’une fonc- 
tion f du domaine £1 de R 2 ves R. Un parametrage est alors donne par l’application 

M: a — R 3 , (xi,x 2 ) i— *■ M(xi,x 2 ) = (xi,x 2 ,/(xi,x 2 )) . 


On a 


dM 

dxi 

dM 

dx 2 


df 

1,0, — (xi,x 2 ) 
dxi 

d f 

0, 1, - — (xi, x 2 ) | , 
ox 2 


1. cette condition pour les surfaces est l’equivalent de celle de point ordinaire pour les courbes 

2. On peut imaginer que n indique le cote on se trouve par rapport a la surface 
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de sorte que 


et 



Exemple2. Considerons 


_ dM dM df 

m = A = ( , 

dxi dx 2 dxi 


df_ 

dx 2 


1 ), 



= {(xi,x 2 ,x 3 ) e U 3 ,xi + X2 + X3 = 4, Xi > 0, x 2 > 0, x 3 > 0} 


et verifions que Sf\ est une portion du graphe d’une fonction / que nous preciserons. On voit 
tout d’abord que de la relation xi + x 2 + x 3 = 4, on peut deduire une expression explicite de x 3 en 
fonction des variables x\ et x 2 a savoir x 3 = 4 - x\ - x 2l ou encore x 3 = fix i,x 2 ) oil on a defini la 
fonction / de (R 2 vers R par 

fix i,x 2 ) = 4 - Xi - x 2 . 


On a done 


&\ = {(xi,x 2 ,/(xi,x 2 )),xi >0,x 2 >0 et/(xi,x 2 )} = {(xi,x 2 ,/(xi,x 2 ))(xi,x 2 ) e H}, 


oil O est le domaine de R 2 defini par O = {(xi,x 2 )xi > 0,x 2 > 0 et /(xi,x 2 ) > 0}, e’est a dire 


O = {(xi,x 2 ),xi > 0,x 2 > 0, X\ + x 2 < 4}. (5.5) 

La suface SP\ est done le graphe de la fonction / restreinte au domaine O, qui est l’intersection 
des demi-plans Xi > 0, x 2 > 0 et X\ + x 2 < 4, dont les frontieres sont respectivement les droites 
Xi = 0,x 2 = 0 et xi + x 2 = 4, cette derniere droite etant tracee en reliant les points (4,0) et (0,4) du 
plan Oxix 2 . 



La surface est alors la portion de plan affine passant par les points (0, 04) , (0, 4, 0) , (0, 0, 4) . 
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On a grad / = (-1,-1), done un vecteur normal a la surface au point M(x i,x 2 ) est donne par 
m = (1, 1, 1), et un vecteur unitaire normal par 


n = — (1,1,1). 
\/3 


Exemple 3. Un autre exemple est fourni par la projection stereographique, qui est un moyen uti- 
lise pour cartographier la sphere privee du pole nord. Considerons la sphere unite de R 3 definie 
par 


£f 2 = {(xi,X2,X3) e [R 3 ,Xi + x 2 + X 3 = 1 }. 


Soit P le plan OX 1 X 2 , qui est done un plan equatorial de la sphere SF 2 .. Pour U = {u\,u 2 ) conside- 
rons le point M = M(iq, u 2 ), intersection de SF 2 et de la droite UN, oil N = (0,0, 1) designe le pole 
nord. A chaque point (rq, u 2 ) du plan P correspond un unique point de £f 2 \ {N}, et l’application 


M : P -*■ Sf 2 \ {N}, ( U \ , u 2 ) >-► M(iq, u 2 ) 


est bien un parametrage de £f 2 \ {N\. On peut d’ailleurs l’expliciter comme 


M(zq, u 2 ) 


2u\ 


2u 2 


1 + u 2 + H 2 


1 + 


1 + u\ + 


Remarque 3. Pour une surface donnee SP, on peut parfois avoir a diviser SP en plusieurs mor- 
ceaux, dont chacun est une surface parametree au sens precedent. 


5.5 Le theoreme des fonctions implicites 

Les surfaces de U 3 peuvent aussi etre definies comme 1’ ensemble des solutions d’une equation. 
Soit F une fonction sur K 3 definie sur un domaine 2>. Considerons l’ensemble 

^ = {(xi,x 2 ,x 3 ) g [R 3 tels que F(x!,X 2 ,x 3 ) = 0}. (5.6) 

Soit M = (mi, m 2 , m 3 ) un point de Sf tel que les derivees partielles de F soient continues pres de 
M. Nous allons voir que 
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Theoreme 3. SoitM- (mi,m 2 , m 3 ) un point deS? telque 


gradF(M) f 6. 

Alors localement pres de M, S est une surface parametree. De plus, un vecteur orthogonal dS enM 
est donnee par grad/(M) el un vecteur orthonogonal unitaire par 

_ gradF(M) 
n = , . 

||gradF(M)|| 

Par ailleurs l’equation du plan tangent en M a la forme simple suivante 


f Xl (M) (xi - mi) + f X2 (M) (x 2 - m 2 ) + / Xl (M) (x 2 - mi) = 0. (5.7) 

Retenons done que les vecteurs orthogonaux ainsi qu’une equation d’un plan tangent sont parti- 
culierement simples a etablir lorsque la surface est donnee sous forme d’ equation (5.6). 

La preuve du Theoreme (3) repose , comme en dimension 2, sur le theoreme des fonctions 
implicites, dont voici un enonce 

Theoreme 4. Soit M = (mi, m 2 , m 3 ) un point de Sf tel que les derivees partielles de F soient conti- 
nues pres de M On suppose de plus que 


dx 3 


Alors il existe un voisinage°U de M - (mi, m 2 ) dans K 2 et unefonction cp:^ — U tel que 


(5.8) 


(p{m\, m 2 ) = m 3 et F{xi,x 2 ,cp{xi,x 2 )) =0. 


II en resulte que pres de M, Sf peut alors se representer comme le graphe d’une fonction. Un 
calcul similaire a celui effectue en dimension 2 montre alors que les derivees partielles de <p se 
calculent comme suit : 


<PX! (Xl,X 2 ) 


F'x 1 [xi,x 2 ,(p{xi,x 2 )) 
F ' x 3 (xi,x 2 ,cplxi,x 2 )) 


< 


et 


(5.9) 


F' (x 1 ,x 2 ,cp{xi,x 2 )) 
cp X2 (x lr x 2 ) = — rr 

F'x 3 {Xi,X 2 ,Cp{Xi,X 2 )) 


Exemple4. Soit 

5A - {(xi,x 2 ,x 3 ) e K 3 , aiXi + a 2 x 2 + a 3 x 3 = b} 

oil a 1 , a 2 , a 3 et b sont des nombres reels donnes, tels que {a\, a 2 , a 3 ) f 6. Ici la fonction F est donnee 
par 

Fix i,x 2 ,x 3 ) - a\X\ + a 2 x 2 + a 3 x 3 - b, 

de sorte que gradF = {a 3 ,a 2 , a 3 ) f 0. La surface obtenue est ici un plan affine, dont le plan tangent 
est identique a elle meme en tout point, et un vecteur normal est («i, a 2 , a 3 ). 
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Exemple 5. Le graphe d’une fonction / d’un domaine @ de R 2 dans R est donnee par une equa- 
tion. Si 

T f = {(xi,x 2 ,x 3 ) eR 3 ,(x b x 2 ) e@,x 3 = /(xi,x 2 ),x 3 = /(xi,x 2 )} 
est le graphe de / alors 

17 = {(xi,x 2 ,x 3 ) e R 3 ,,F(xi,x 2 ,x 3 ) =0} 
oil la fonction F est definie de Q> x R vers R par 

F{x i,x 2 ,x 3 ) = x 3 -/(x i,x 2 ). 

On a alors 

gradF(xi,x 2 ,x 3 ) = {-f' Xl {xi,x 2 ), i~f Xl ixi, x 2 ), 1). 
de sorte qu’un vecteur unitaire orthogonal au graph de f est donne par 

fx 2 

1 + fxi + fx 2 

L’ equation du plan affine tangent au graphe en (m b m 2 , m 3 ) avec m 3 = /(mi, m 2 ) est alors donnee 
par 

fx\ m 2 ) (*i - mi) - f' X2 {mi, m 2 ) ( x 2 - m 2 ) + (x 3 - m 3 ) = 0. 




Exemple 6. Considerons l’ellipsoide d’equation 



oil a\, a 2 et a 3 sont des reels non nuls. Un vecteur orthogonal au point M = (mi, m 2 , m 3 ) est donne 
par 

— » | 2mi 2 m 2 3m 3 

gradF(mi, m 2 , m 3 ) = — 5-, — — 5- 

a i a 3 

L’ equation du plan tangent en (mi, m 2 , m 3 ) est alors donnee par 


tn\ rn 2 ni 3 v S 

— 5- (xi - mi) + — Hx 2 - m 2 ) + — Hx 3 - m 3 ) = 0 ou (xi,x 2 ,x 3 ) e R . 
a \ cF 


5.5.1 Aire d’une surface 

Considerons une surface Sf parametree par une fonction 

M : O — >■ R 3 , U = (Mi, m 2 ) >-► M(U). 

Considerons LA un point quelconque de O, et un rectangle elementaire de cotes Aiq et Am 2 , 
dont un des sommets est U. L’image par M de ce rectangle est proche, au premier ordre, d’un 

dM dM 

parallelo gramme dont les cotes sont donnes par les deux vecteurs Aiq - — et A u 2 - — . On a done, 

OU\ OU2 

en invoquant la Proposition 3 


dM dM 

■e/ire(M(^2)) =* AuiAu 2 - — a- — . 

dui du 2 
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II en resulte que si on divise O en petites rectangles de cotes Aiq et A u 2 , que l’on somme sur tous 
les rectangles, et enfin que l’on fait tendre A u\ et Au 2 vers zero, alors on obtient l’aire de la surface, 
c’est a dire 


sd ire (<50 = 



dM dM 
du\ du 2 


du,\du 2 . 


(5.10) 


On verifie ensuite que cette formule est independante du parametrage choisi. Lorsque l’on a be- 
soin de diviser SP en plusieurs morceaux pour pouvoir la parametrer, on fait alors la somme des 
aires des differents morceaux. 


Le cas des graphes. Si la surface est decrite sous forme de graphe d’une fonction f : Q — i comme 
ci-dessus, alors 

sdhe(SP) = ' y'l +fl + fx 2 dx\ dx 2 . 


Exemple 7. Considerons de nouveau la surface , 9 ^ definie dans l’example 2 = {( jc , y, z) e U 3 , X\ + 

x 2 + *3 - 4, jci > 0,x 2 > 0,X 3 > 0}. Nous avons vu qu’il s’agit du graphe de la fonction f{x i,x 2 ) = 
4-x\-x 2 pour le domaine O defini en (5.5). On a 
sqrt\ + fl + fl = >/3, d’ou 


sdire^i) 


// \/3 dx\ 

JJ n 


dx 2 . 


On peut calculer cette integrate en utilisant le theoreme de Fubini, 

sdire{S^i) = V3 J | J dx 2 j dx\ = J (4 - x\)dx\ = -V3 


(4-jci y 


= 8V3. 


5.5.2 Integration sur les surfaces 

Considerons une surface SP parametree par une fonction M(IJ) : £1 — K 3 , el / une fonction 
definie sur SP . Posons 

1 dM dM I 


I = 


JJ f(M( Ul , 


u 2 )) 


A ■ 


du,\du 2 . 


du\ du 2 

la valeur I est appelee integrate de / sur SP. On verifie que cette quantite est independante du 
parametrage choisi. On la note souvent 


I = 


ffjda, 


o u da designe l’element d’aire elementaire sur SP . La valeur calculee ici ne tient pas compte de 
1’ orientation. 

Exemple 8. Calculons I\ = JJ x\da, oil Si est la portion de surface definie dans l’exemple 2. On 


>. r A 

trouve, en utilisant le theoreme de Fubini 

h =^!L VSx^dX] dx 2 

4-X\ 


/»4 / ^* 4 — X\ /»4 

V3 / I x\dx 2 dxi = V3 {A-x\)x[dxi 
Jo V Jo Jo 


= V3 


4 „3 1 4 


6 


64 


= V^(-64-64) = -3>/3= 

o 3 4 ^3 
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5.6 Integrates triples 

5.6.1 Construction 


Les integrates de fo notions a trois variables se definissent de maniere similaire a celui du cas de 
deux variables. Soit Q) un domaine de R 3 limite par une surface Sf . Soit / une fo notion continue sur 
Q) avec son bord. On divise l’espace R 3 en petits parallelepipedes rectangles ^ij t k de taille Axi x 
AX 2 x AX 3 paralleles aux axes Ox i, OX 2 et OX 3 On considere les parallelepipedes 3 %i,j,k contenus 
dans Q). Notons M iy j ^ le centre de Considerons la somme 

LLLWi. j tk ) Ax! Ax 2 Ax 3 . 


Notons que Axi Ax 2 Ax 3 represente la mesure du volume de 3^ ii j } k- Nous admettons la propriete 
suivante : Lorsque A X| , A X2 et A X3 tendent vers 0, la somme ci-dessus converge vers une quantite 
que nous noterons 

I = JJJ f{xi, x 2 , x 3 )dxidx 2 dx 3 . 

Definition 3. On appelle I Vintegrale triple de la fonction / sur le domaine 9/j. 


Notons que pour / = 1, on obtient la mesure du volume de c’est a dire 


Vol(D) = JJJ dx 1 dx 2 dx 3 . 


On alors les proprietes suivantes. 


Proposition 8. On a pour un domaine 3> fixe 


ill (/1 + f 2 ){xi,x 2 ,x 3 )dxidx 2 dx 3 = HI fiixi,x 2 ,x 3 )dxidx 2 dx 3 + 
JJJS) JJJ® 

JJJ " (A/i)(xi 1 X2 1 X3)dxidx 2 dx3 = X JJJ^f(x 1 ,x 2 ,x 3 )dx 1 dx 2 dx 3 . 


JJJ f 2 [xi,x 2 ,x 3 )dxidx 2 dx 3 


Si Von divise Q> en deux domaines @1 e/ S> 2 alors 


llll f{xi,x 2 ,x 3 )dxidx 2 dx 3 = HI 

JJJJ& JJJ @1 


f{x\,x 2 ,x 3 )dx\dx 2 dx 3 + /// f[x\,x 2 ,x 3 )dxidx 2 dx 3 . 

JJJ 


5.6.2 Le Theoreme de Fubini 

II permet de ramener des calculs d’integrales triples a des integrates doubles. 

Soit un domaine 2> sur lequel on desire integrer une fonction. On suppose par ailleurs que si 
x 3 prend des valeurs dans un intervalle [c 0> C\], c’est adire que 

3X c R 2 x [c 0 ,Ci]. 

Pour chaque nombre m 3 fixe, on suppose que (xi,x 2 ) varie dans un domaine T(x 3 ) de R 2 , oil 

T{m 3 ) = {(xi,x 2 ) tels que (xi,x 2 , m 3 ) e 3>} 

de sorte que^O?^) = {(xi,X2,m3) tels que (xi,X2) e T[m 3 )} -Q) r\{{x\,x 2 ,m 3 )}. On a alors 
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Theoreme 5. On a Videntite 


JJJ f(x 1 ,x 2 ,x 3 )dx 1 dx 2 dx 2 



f{Xi,X2,X 3 )dX\dX2 


dx 3 . 



Remarque 4. La quantite entre parentheses dans le membre de droite est bien une fonction qui 
ne depend que de la variable x 3 par l’intermediaire de / et du domaine d’ integration T (x 3 ) : 

// f {x\, x 2 , x 3 )dx\dx 2 

JJt[x 3 ) 

Pour calculer une telle integrate double, on peut appliquer de nouveau le theoreme de Fubini pour 
le cas de deux variables. 


Remarque 5. Bien entendu les variables x 1( x 2 et x 3 jouent des roles equivalents. 

Donnons une autre version du Theoreme de Fubini. supposons que (xi,x 2 ) varie dans un cer- 
tain domaine A de U 2 et pour chaque point (x t , x 2 ) de A supposons que x 3 varie dans un intervalle 

[<p(X!,X 2 ),1/dXi,X 2 )]. 


Theoreme 6. On a 


JJJ ^ f(x 1 ,x 2 ,x 3 )dx 1 dx 2 dx 3 


rr ( 

JJ A \Jip(Xi,X2 ) 


y/[xi,x 2 ) 


f[xi,x 2 ,x 3 )dx 3 


dx\dx 2 - 


Exemple 9. Calculons en utilisant le theoreme de Fubini le volume d’un cone. 
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Soit H un domaine de R 2 = Ox ix 2 , soit A = [a\,a 2 , a 3 ) un point donne de R 3 . On considere pour 
domaine 2> le cone de sommet A de base c’est a dire l’ensemble suivant : 

3> = {X = {xi,X 2 ,x 3 ) £ IR 3 tels que X e [A,X ' ], oil X' £ OX 1 X 2 estun point de O}. 

Ici [A,X'] designe le segment joignant A et X' . On desire calculer le volume de c’est a dire l’in- 

tegrale triple 

rrr 

dx\dx 2 dx 3 . 


1 wom M 

En utilisant le theoreme de Fubini a on done 


7 = 


rtf ■ 

Jo Un,, 


C«3 

Jo 


dx\dx 2 \dh= I sdire{Q.h)dh, 


(5.11) 


oil Q h = {(xf, X 2 ) £ IR 2 tels que X j, = (xf, x^' , h),£ S>}. Essayons maintenant de decrire ces tranches 

O/j. Soit X h = (XpX^ 1 ) un point quelconque de O, M h = h ) £ 3>. On a AM h = (x{ 7 - a^x^ 

« 2 . h-a 3 ). La droite D/, passant par A et M/, a done pour forme 

Dh = {{a\ + s{Xi - a\),a 2 + s{x 2 - a 2 ) , a 3 + s{h - a 3 ) , s £ M\ 

= {(1 - s)ai + sx 1 , (1 - s)a 2 + sx^, (1 - s)a 3 + sh,s£ IR}, 

Soit {Ah} son intersection avec le plan 0xiX 2 . Elle correspond a la valeur s 0 = 
qui annule la troisieme coordonnee. On a done par hypotheses Ah £ O et 

A h = (1 - so) a, + s 0 x 1 , (1 - so)a 2 + soxt}, (1 - s 0 )a 3 + s 0 h, 

= (1 - s 0 ) A + s 0 X] r £ O par hypothese. 

Q est done 1’ image de O/, par 1’ application affine bijective de R 2 vers R 2 definie par 

O/dX/d = (1 - s 0 )A + s 0 X h , avec O/dO) = O. 

On a 


a 3 


a 3 -h 


du parametre 


D® h = s 0 Id R 2 et done | = 
Ainsi par la formule du changement de variable 


a 3 


\a 3 -h 


sdire{Q) = jj dx 3 dx 2 = jj |/<j> ;i |<lxi<ix 2 

JJCl jJdln 


a 3 

a 3 -h 


71 ; 


dx\dx 2 — 


a 3 

a 3 -h 


sdire{0. h ). 


II en resulte que 

sdire{Q.h) = 1 

En revenant a (5.11) on trouve done 


h_ 

a 3 


2 

sd ire(O) 


r«3 [ h a 2 

I = sd ire(O) 1 

Jo V a 3 ) 


„ sdire(Cl) 

dh = ^ — 

3 a 2 


[(a 3 -h)X 3 


1 

3 


a 3 sd ire(O). 
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5.6.3 Changements de variables 

La regie generate est analogue au cas a deux variables. Soit Q> un domaine de IR 3 que Ton pa- 
rametre par un domaine D, de U 3 a l’aide d’une application O : O -*■ 3>, u = ( Ui , u 2 , u 3 ) >-* O ([/) = 
(O ! ( C/) , 0 2 ( C/) , O3 ( C/) ) = X = (xi,x 2 ,x 3 ), bijective et derivable de derivees continues. On considere 
alors le Jacobien 

(®l) Ul (®l)H2 (®l)«3 

Ji J> = (®2) mi (3*2) m 2 (®2) m 3 

m U1 (O3) U2 (O3) M3 

On le notera egalement 

j _ P(Xi,X 2 ,X 3 ) 

D{ui,u 2 ,u 3 Y 

On a alors 


Theoreme7. On a 

JJJ f(x lr x 2 ,x 3 )dxidx 2 dx 3 = JJJ f(®[ui,u 2 ,u 3 ))\J<t>(ui,u 2 ,u 3 )\duidu 2 du 3 . 

Attention. Dans la formule precedente, on prend la valeur absolue du Jacobien. 


Coordonnees cylindriques. Soit 2 > le cylindre de IR 3 defini par 

xl + xj <R 2 , x 3 e [c 0 , Ci]. 

On effectue le changement de variable 

Xx = rcos0, x 2 = rsin0, x 3 = x 3 . 

Les nouvelles variables sont done (r, 9, x 3 ). Le domaine O est donne par 

O = {(r,9,x 3 ), tels que 0 < r < R, 0 <6 < 2 rc,c 0 < x 3 < C]}, 
e’est a dire le parallelepipede [0, R\ x [0, n\ x [c 0 , c 3 ]. L’appliction O s’ecrit done 

O! = rsin0, O 2 = rcos0, 0 3 = x 3 , 


et le Jacobien de ce changement de variable est 

cosd -rsind 0 

/$ = sind rcosd 0 = r. 

0 0 1 

On a done 


fL m - 


x 2 ,x 3 )dxidx 2 dxi 




O ){r,9,x 3 )r drd9dx 3 


/ / / f{rcos9,rsin9,x 3 )rdrd9dx 3 . 

JJJ n 
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Exemple 10. Calcul du volume d’un tore de revolution. On considere ici le domaine °lt de R 3 
interieur a un tore de revolution 

°U = {(xi,X2,x 3 ) g R 3 , tels que (r - a) 2 + x 2 < R 2 }, 


ou a > R > 0 sont des constantes donnees, et ou on a pose, comme ci-dessus r = y x\ + x\. II s’agit 
done du domaine engendre par la rotation autour de l’axe Ox 3 d’un cercle du plan Ox } x 3 de centre 
(a, 0) et de rayon R. 



i=vonm = fg 

-if 


*1/ 


dx\dx2clx2 


rdrddddxs = / l drdx 3 \d0 

Djf(a)x [0,27 t] JO V JJdrIci ) 

= 2tt rdrdx 3 = 2nJ{a,R) 

JJd r {o) 


ou 


Ra 


,R)= // rdrdx 3 . 
JJdr(o) 


et ou D r {a) designe le disque de centre a et de rayon R e’est a dire 

D R {a) = {(r,x 3 ) g R 2 tels que (r - a) 2 + x 2 < R 2 }. 

II reste done a calculer l’integrale double J{a, R). On remarque tout d’abord que 

II (r - a)drdx 3 = 0, 

JJ Dr (a) 

car le domaine D R {a ) est symetrique par rapport a verticale passant par (a, 0) et r - a impaire par 
rapport acet axe. On a done 


Ra, R) = a ff 
JJl 


drdx 3 = anR 2 . 


D R {a ) 

le volume de l’interieur du tore de revolution est done 


Vol^) = 2n 2 aR 2 . 
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Exemple 11. Calcul de la surface d’un tore de tore de revolution. On considere ici la surface 3~ 
de R 3 

2T = {(jci,jc 2 ,jc 3 ) £ R 3 , tels que (r - a) 2 + x 2 < R 2 }, 

ou a> R>0 sont des constantes donnees, et oil on a pose r = yj x 2 + x\. Cette surface est un tore 
de revolution. On desire calculer l’aire de ST : a cet effet introduisons un parametrage de ST . On 
commence par parametrer le cercle = {(jc, y) £ R 2 (x - a) 2 + y 2 < R 2 } par exemple par un angle a, 
c’est a dire on considere l’application de [0,2 tt] a valeurs dans R 2 definie par 

N{a) = {Ni(a) , N 2 {a)) = (a + R cos a, R sin a). 

On en deduit le parametrage M : [0,2n] x [0,27 r] >-► R 3 defini par 

M{Q,a) = [Ni{a) cosd , Ni{a) sin6 , N 2 {a)) = {{a + Rcosa) cos 6 , {a + Rcos a) sind , Rsina) . 


On a alors 

dM 

— — = (-(a + Acosa) sind, (a + R cos a) cos 0,0) 

I ae 

dM ^ 

— — = (- Rsmacos9,-Rsmasmt),Rcosa ) 

. da 

et un rapide calcul donne 

dM dM 

II— — A —|| = R{a + R cos a) 

<50 da 

II vient ainsi 


.vTaelT) 


-l 


R(a + Rcosa)d0da 


2jt\ x [0,27 t] 


n 2ji 

( 


(a + Rcosa)da \dd 


- Atc 2 Ra. 


Remarque 6. Les coordonnees sont particulierement utiles en presence de certaines symetries, 
comme la symetrie cylindrique. Par exemple, si une fonction f possede la symetrie radiale, c’est a 
dire si il existe une fonction / de [0, R] x [c 0 , Ci] a valeurs dans R telle que 

f{x i,x 2 ,x 3 ) = f{r,xf), r = ^/x 2 + x 2 . 

On a alors 


1 = 


/// fix h x 2 , 
JJJBr 


xf)dx\dx 2 dx 2 - 


M 


[0,_R] x [0,2 7r[x [cq],Ci 


fir,X3)rdrdddx 3 


En utilisant le theoreme fe Fubini, il vient 

"In 

I 

/ = 


•nil, 

■••IL 


fir,x 3 )rdrdx 3 | d6 

R ] x [c 0 ,ci /] 

fir),x 3 rdrd9 


R] x [0,2 n] 


Coordonnees spheriques. On considere ici comme domaine la boule @> = Br oil Br designe la 
boule de centre 0 et de rayon R, dont l’equation est donnee par 

B r = {(jci,jc 2 ,jc 3 ) £ R 3 , tels que x\ + x\ + x 2 < R 2 }. 

On effectue alors le changement de variable 

X\ = rsin<pcos0,x 2 = r sirup sin0, x 3 = rcoscp. 
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O'** 


Les nouvelles variables sont done (r, 6, cp). Le domaine H est ici donne par 

O = {{r,Q,(p), 0< r < R, 0 < 0 < 2n,0 <cp<n}, 


e’est a dire H est le parallelepipede [0 ,R] x [0,2 tt[x[0,7 r[. On a 



sin<pcos0 -rsin(psin0 r coscpcosQ 
sin<psin0 rsin<pcos0 rcos^sind 
cos cp 0 - rshnp 


— r 


sirup. 


On a done 


JJJ^ fix i ,x 2 ,x 3 )dx l dx 2 dx 3 


JJJ f ir sirup cos 9, r sirup sin9,r cos cp) r 2 sincpdrdQdcp. 


Ici la valeur absolue du Jacobien est egale a r 2 sin<p, car sin<p > 0 (puisque 0 < cp < n). 


Remarque 7. Les coordonnees spheriques sont particulierement utiles en presence de certaines 
symetries, comme la symetrie radiale. Par exemple, si une fonction / possede la symetrie radiale, 
e’est a dire si il existe une fonction f de [0, R] a valeurs dans R telle que 


f{xi,x 2 ,x 3 ) = fir), r = Jxf + xl + xj. 


On a alors 


/= ||| fixi,x 2 ,x 3 )dx 1 dx 2 dx 3 = / // f ir)r 2 sirup dr dOdcp 

JJJBr JJJ[0,R]x[0,2ti[x[0,7i] 


En utilisant le theoreme fe Fubini, il vient 


i=r{jj 

Jo \JJ[ 0 , 


i?[ x [0,2 n] 


fir)r 2 drd6\sirupd<p 


|| fir)drd0 | sirupdep 

JJio,r]x[o,2jz] J [Jo 


= 2 // 

JJ[ 0, 


: 47T 


fir)r dr dO 

R] x [0,2 ti] 

R 

r 2 dr. 


[ ftr)i 
Jo 
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par exemple, si on prend pour / = l,alors / = 1, et on retrouve le calcul du volume de la sphere, a 
savoir 

vol B(R)= l/l dx\dxzdx 3 - 4jt | r 2 dr = -nR 3 . 
jJJbr J o 3 

Exemple 12. Les coordonnees spheriques peuvent aussi etre utiles pour param/’etrer certaines 
portions de spheres comme le montre l’exemple ci-dessous. Soit 

<5*i> - {{x, y . z) e R 3 , x 2 + y 2 + z 2 = 4, x > 0, y > 0, z > 0}. 

On voit que la surface Sf 2 correspond a une partie de la sphere de rayon 2. En fait en coordonnees 
spheriques on a 

<5*2 = j2sin<pcos0,2sin<psin0, rcos<p) 6 e [0,^],<pe [0, ~ 1 1 - 

On trouve done, en utilisant les coordonnees spheriques, et en posant 0 2 = (0, f ] x [0, |] le para- 
metrage M : n 2 -*• <5 * 2 de <5*2 

{G,cp) >-► M{6,(p ) = 2sin<pcos0,2sin<psin0, reosep). 


On peut utiliser ce parametrage pour calculer l’integrale 


h 



On a 


et done 


On a done 


dM 

— — = (-2 sin 6 sin tp, 2 cosy sin <p,0) 

OO 

dM 

— — = (2 cos 0 cos <p, 2 sind cos w, -2 sin <w) 
ocp 


dM dM 

1^77 A "t — II = 4sin<p. 
dd dep 


-l 

= 64 f 
Jo 


f ] x [0,5] 


(4 cos 2 6 sin 2 cp ) (2 sin 6 sin <p) (2 cos (p) (4 sin cp) dQdcp 


n 

f cos 2 0 sin Odd 

n_ 

I sin 4 ^cos<pd^> = 64 

cos 3 0 

2 

sin 5 cp 

Jo 

Jo 

3 

0 

5 


64 

l5‘ 


5.7 Formule flux- divergence 

La formule flux-divergence que nous avons vue au Chapitre 3 pour la dimension 2 s’etend 
au cas de la dimension trois. Si V est un champ de vecteurs sur [R 3 derivable, la divergence de 
V = (Vi, V 2 , V 3 ) est la fonction scalaire definie par 

r aVi dV 2 dV 3 3 dVi 

divV = - — + - — + . 

uX\ OX2 OX3 i—\ OXi 
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Si est une surface de IK 3 on definit le flux a travers cette surface comme 1’ integrate 

Hux(V.S) = JJ V{cr) ■ n{cr)d<7, 

oil n(a) designe un vecteur unitaire orthogonale a la surface en un point donne a de cette sur- 
face. Bien entendu, une telle definition suppose un choix du vecteur unitaire : lorsque la surface 
est fermee, la convention est de prendre le vecteur unitaire orthogonal sortant. le theoreme flux- 
divergence s’enonce alors de la maniere suivante : considerons un domaine 3> de [R3 dont la fron- 
tiere Sf est une surface parametree. On a 

Theoreme 8. Soit V un champ de vecteurs continu ainsi que ses derivees sur3> avec safrontiere SP . 
on a Vegalite 

JJJ divV(xi,X 2 ,X 3 )dxidx 2 dx 3 = Flux(V,S) = JJ V(cr) ■ h(a)dcr, 

o u I’orientation est choisie de sorte que h est dirige vers Vexterieur de 

On peut obtenir ces resultats en etendant a la dimension trois 1’ interpretation qui est fournie 
de la formule flux-divergence en dimension deux dans la Section 4.3.2. 



Exercices 


Exercice I 

On considere 1’ application O de R 3 dans K 3 definie par 

0 (ui, U2, U3) = {a\U\, a2U2, a3U3) , 


oil ai,a 2 et a 3 sont des nombres reels donnes. 

a)Montrer que l’image de la boule Bi est donnees par l’ellipsoide S defini par l’equation 


X 1 X 2 X 3 1 
2 + + n 2 < A ‘ 


a 




Cl., 


b) En deduire xo\S. 
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Exercice II 


Theoreme de Guldin 


A) On considere un domaine borne O du plan Ox 1 X 3 inclus dans le demi-plan xi > 0. 

1) Montrer qu’il existe un point et un seul A = {a\, a 3 ) de ce plan tel que 

JJ (x i - ai)dx\dxs = 0 pour i = 1 et i = 3. 

On appelle ce point le centre de gravite de O. 

2) On considere le volume 6 U engendre par la rotation de O autour de l’axe 0 x 3 , c’est a dire 

= {(xi,x 2 ,x 3 ) e IR 3 tels que (r,x 3 ) e O}, 


oil on a pose r = y x\ + x\. Montrer que Vol - 2naisd\xe{£l). 

B) On considere dans cette question le domaine O defini pout R> a> 0 par 



1 ) Calculer l’aire de O. ainsi que l’integrale I = JJ xidxidx 3 . 

1 ) en deduire que les coordonnees du gravite de Q. 

2) Calculer la valeur de Vol (^n) dans le cas considere. 


Exercice III 
Surface de revolution 

On considere ici une surface engendree par la rotation d’une courbe fermee autour d’un axe. 
Soit une courbe parametree de IR 2 , 

^ = {N(s),seI}, 

oil N = (Aii, A/ 2 ) est une application de I vers IR 2 , oil I designe un intervalle de IR. On Considere 

SP - {(xi,x 2 ,x 3 ) e IR 3 tels que (r,x 3 ) e c €\, 
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oil r = y x \ + x\. 

1) Montrer que l’application M : [0,2n] x/-*R 3 definie pour 9 e [0,2n[et s e I par 

me,s) = (Aii (s) cos 9, N] (s) sin0, N 2 (s)) 


est un parametrage de SP . 
2) Montrer que 


dM n 

— = {-Ni (s) sm9, Ni (s) cos 0,0) 

39 


dM 

ds 


V ds ds 

Verifier que ces deux vecteurs sont orthogonaux. 

3) Montrer que 


‘dN x n dN\ n dN 2 , 
( 5 ) cos 9, — — ( 5 ) sind, — — ( 5 ) . 


ds 


dM dM dN 

I — a — 11 = 1 ^( 0)111 — 1 |. 

d9 ds ds 


4) Montrer que 


,e/ireG5^) - 2n I Ni(s)dl. 


I 
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Chapitre 6 
Le rotationnel 


6. 1 Champ de vecteurs, champs de gradient 


Les champs de vecteurs sur IR 3 se definissent comme en dimension deux, c’est a dire il s’agit 
d’ applications V = (Vi, V 2 , V 3 ) d’un domaine 2> de IR 3 a valeurs dans U 3 . Si est une courbe orien- 
tee dans IR 3 parametree sur un intervalle I par une application M: I — U 3 , t>-> M(t) pour t e I, on 
peut definir la circulation de V comme en dimension deux par la formule 


l 


V(M(t)).M'(t)dt. 


que Ton note 


L 


V(M)dM. 


Si / est une fonction derivable sur IR 3 , alors son gradient est defini par 

► „ df df df 

gradf = (- L ,—,- L ). 

OX\ OX 2 OX 3 

Si AB est une courbe orientee, on a alors, comme en dimension deux 

grad/(M)dM = f(B) - f{A). 


L 1 


Comme en dimension deux, la question suivante se pose : 


Q : A quelle condition un champ de vecteurs est-il un champ de gradient ? 

Le Theoreme de Schwarz impose des conditions necessaires. 

Proposition 1. Soit V = (Vi, V 2 , V 3 ) un champ de vecteurs derivable, de derivees continues, defini 
sur un domaine 3>. Une condition necessaire pour que V soit un champ de gradient est que 

dV 3 dV 2 dVi dV 3 dV 2 dV A 

— - = — -, — - = — - et — - = — (6.1) 
dx 2 dx 3 dx 3 dxi dxi dx 2 

Nous verrons plus loin que (6.1) est aussi une condition suffisante, si on fait des hypotheses 
adequates sur le domaine. 
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Definition 1. Soit V - (Vi, V 2 , V 3 ) un champ de vecteurs derivable deflni sur un domaine 3 de U 3 . 
On appelle rotationnel de V le champ de vecteur note rot V deflni sur 3 par 


rot V = 


'dVs 

,dx 2 


dv 2 a vi 

5 x 3 ’ dx 3 


dV 3 dV 2 dVf 
dx\ ’ dxi dx 2 , ’ 


Remarque 1. Pour designer le rotationnel, on utilise aussi souvent la notation V A V.Si on ecrit les 
vecteurs sous forme colonne, cette notation a un avantage mnemotechnique appreciable, car en 
peut utiliser la meme regie que pour le produit vectoriel 


( d \ 


fv/ 

v 2 


r dV 3 _ dV 2 1 

dxi 

d 

dx 2 

A 

— 

dx 2 dx 3 
<3 Vi dV 3 

dx 3 dx\ 

d 

V dX3 ) 


[v 3 j 


dV 2 dVi 
, dxi dx 2 , 


Exemple 13. Champ planaire. Consideons un champ planaire, c’est a dire dans les coomposantes 
sont dans le plan Ox^.et supposons de plus qu’il est independant de la variable x 3 . II a done la 
forme 


V(xi,x 2 ,x 3 ) = (Vi(xi,x 2 ), V 2 (xi,x 2 ),0). 


( 6 . 2 ) 


On obtient 


rot V(xi,x 2 ,x 3 ) 


0 , 0 , 


dv 2 avi 

-Z -r—\(Xi,X 2 ) 

< OX\ OX 2 


e 3 . 


’ dV 2 dV \ ' 

, dxi dx 2 , 

Le rotationnel est done orthogonal au plan Ox, x 2 , parallele au vecteur e 3 = (0, 0, 1). 


Voyo ns deux proprietes importantes : 


Proposition 2. Soit f une fonction deux fois derivable de derivees secondes continues sur 3) do- 
maine de IR 3 . On a 

rot (grad/) = 0. (6.3) 

Si V est un champ de vecteurs deux fois derivable sur 3 de derivees secondes continues, alors on a 

div(rotV)=0 (6.4) 


et i 

rot (rot vj = grad(div V) - AV. (6.5) 

Demonstration. La premiere identite, et une consequence immediate de la Proposition 1, c’est a 
dire le theoreme de Schwarz. Un bref calcul permet de verifier les deux autres formules. 


Remarque 2. la condition (6.4) fournit en particulier une condition necessaire pour qu’un champ 
soit un rotationnel : seul les champs a divergence nulle peuvent etre des rotationnels. Par exemple 
si 

V(M) = (xi,x 2 ,x 3 ) 

alors div V - 3 et V n’est done pas un rotationnel. 

Voyons maintenant d’ autres proprietes elementaires : 

Proposition 3. Soit f une fonction et V un champ de vecteurs derivables de derivee continues sur 
3 domaine de U 3 . On a 

rot (/ V) - /rot V + grad/ A V. 
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6.1.1 Invariance du rotationnel par changement de repere orthonorme 

Comme pour le gradient et la divergence, la forme du rotationnel est la meme pour tous les 
reperes orthonormes. Soit {e' v e' 2 , e 3 ) une nouvelle base orthonomee, et des coordonnees x \ , x' 2 ,x' 3 
correspondantes de sorte que X\ e\ +x 2 e 2 + x 3 e 3 = x\ e\ + x 2 e' 2 + x' 3 e' 3 . Soit V un champs de vecteur 
donne sur 2>. Ce champ s’exprimera dans la base (e 1( e 2 , e 3 ) comme 

V(M) = V r i(x ] ,x 2 ,x 3 )ei + V 2 (xi , x 2 , x 3 ) e 2 + V 3 (xi , x 2 , x 3 ) e 3 


pour M de coordonnees (xi, x 2 , x 3 ) dans {e\,e 2 , e 3 ). Son expression dans la nouvelle base sera alors 


ViM) = Vl(x[,x 2 ,x 3 )e 2 + V 2 {x[,x 2 ,x 3 )e 2 + V 3 {x[,x 2 ,x 3 )e 3 , 

pour M de coordonnees {x' v x 2 ,x 3 ) dans (e[, e 2 , e 3 ). En posant X = (xi,x 2 ,x 3 ) et X' = {x' v x' 2 ,x' 3 ) on 
a 

f ! = A t X', 

oil A designe la matrice de passage de la nouvelle base vers l’ancienne. De meme, il vient 


V'(x' v x' 2 ,x' 3 ) = 


f vi(x' v x 2 ,x 3 y 
v 2 (X| , x 2 , X 3 ) 
K V 3 (x' v x 2 , x 3 ) j 


= A 


r Vi(xi,x 2 ,x 3 r 

l/ 2 (Xi,X 2 ,X 3 ) 

,V r 3 (xi,x 2 ,x 3 ) ; 


AV{x i,x 2 ,x 3 ). 


( 6 . 6 ) 


Quelle est l’expression du champ rotationnel dans la nouvelle base ? 
Proposition 4. . Soit Me®. Alors on a 

dV' dV' , dv; dV' , dV' dV! , 

rot vm = ^4 - + ^A- 


dx' dx 1 . 


dx' 


dx' 2 dx' 


dx: 


J c 3 


La forme du rotationnel ne depend done pas de la base orthonormee choisie. 


6.2 Flux du rotationnel 


6.2.1 Surfaces fermees 


Nous avons vu dans la section precedente que le rotationnel est un champ a divergence ce 
nulle 

div(rot V) = 0. 

II resulte alors 

Propositions. SoitS f une surface fermee deU 3 , c’est d dire bordant un domaine 2> deU 3 . Alors pour 
tout champ de vecteur V deflni surQ) on a 

Flux (rot V, Sf) = 0. 


Preuve. Ceci est une consequence directe de la formule flux-divergence vu dans le champ 
precedent : si Sf est une surface fermee de U 3 limitant un domaine 2>, alors on a pour tout champ 
de vecteurs V derivable 


Flux (rot V, SP) 



rot V{a).h{a)da 


JJJ div(rot V){xi,x 2 ,x 3 )dx\dx 2 dx 3 = 0. 


□ 
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6.2.2 Surfaces dont le bord est une courbe 

Considerons maintenant une courbe fermee c € dans R 3 et une surface de R 3 dons le bord est 
^ . Si on s’est donne une orientation sur , on choisit alors le sens correspondant pour le vecteur 
unitaire normal H(cr) a la surface au point a de cette surface, en s’assurant que 1’ orientation de la 
courbe soit celle du sens trigonometrique, lorsque Ton regarde dans la direction donnee par n. 



II resulte de la Proposition 5 que la quantite 

Flux (rot V , S?) = jj rotV {a). n{a) da 

ne depend pas de la surface Sf mais uniquement du contour c € . Considerons en effet une autre 
surface S*b de bord c &, et soit @o le domaine dont le bord est SP u SPq. En effet, on a par ( 5 ) 

Flux (rot V, SP u S?q) = //I div(roty)(xi,X2,X3)dxidx2dx3 = 0 . 

Or _ _ 

Flux (rot V, 5? u SP 0 ) = Flux (rot V, 2P) - Flux (rot V, 6^q), 

le signe moins dans le terme de droite provenant du fait que les vecteurs normaux sont oriente 
differemment. II en resulte que 

Flux (rot V, SP) = Flux (rot 


la valeur du Flux est done, la meme pour toute surface dont le contour est ^ : il s’agit done d’une 
fonction de uniquement. 


Theoremel. On al’identite 


£■ 


rotC • nda = 



V{M)dM. 


Quelques indications sur la demonstration. Commengons par considerer la cas planaire, e’est a 
dire le cas oil la courbe est incluse dans un plan. 


Le cas planaire. II correspond au cas oil la courbe est incluse dans un plan P de l’espace, ainsi 
que la surface Sf. Quitte ganger de repere orthonormee, on peut supposer que ce plan P contient 
l’origine, et qu’il est engendre par les vecteurs (<?i, e?) d’un repere orthonorme (<?i, C2, 63). Comme 
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SP est inclus dans P, P est le plan tangent a SP en tout point de SP, et en orientant la courbe dans 
le sens trigonometrique on a done 

n{a ) = e 3 , pour tout point a ey. 


II en resulte, comme 1’ expression du rotationnel est la meme dans tous les reperes que 


rot VFcr).H(cr) 


(dV2_dVi\ 

, dx\ dx 2 ) a ’ 


et que 

Flux(rot V, SP) - ff ^ {xi,x 2 )dxidx 2 = f V{M)dM, 

JJ^[dx i ox 2 ) J ^ 

oil la derniere identite provient du theoreme de Green-Riemann vu au chapitre 4. Ceci demontre 
done la propriete dans le cas planaire. 



Le cas oil £P est incluse dans la reunion de deux plans. Traitons maintenant un autre cas particular, 
celui ou SP est incluse dans la reunion de deux plans P\ et P 2 , dont l’intersection est une droite D, 
comme sur le dessin ci-dessous 



Soit SP est une surface de Pi u P 2 . On a SP - £P\ u SP 2 ou 5P\ - SP n Pi et 5P 2 - £P n P 2 de sorte 
que 

Flux(rot V, SP) = Flux(rot V, SP\) + Flux(rot V, SP 2 ) (6.7) 
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Soit ( -€\ la courbe bordant Sf\ et soit Soit c € 2 la courbe bordant Sf 2 . Chacune des deux surfaces etant 
planaire, on a par 1 e resultat de la premiere partie de cette demonstration 

Flux(rot V, S^i) = f V{M)dM pour i = 1,2. (6.8) 

Enfin on verifie que 

[ V{M)dM - [ V{M)dM + f V(M)dM. (6.9) 

En effet, la reunion des courbes % et c € 2 nous donne la courbe c €, a lquelle il faut ajouter une 
arete commun sur la droite D. Cette derniere est parcouru dans des sens opposes sur chacune des 
courbes, de sorte que leurs contributions s’annule dans la somme du membre de droite de (6.9) . 
En combinant les relation (6.7), (6.8) et (6.9) on obtient la relation du theoreme. 

Le cas general. En s’inspirant du deuxieme cas, on peut demontrer que le theoreme est vrai 
lorsque la surface est tracee sur une reunion finie de plan. On montre ensuite que toute surface 
peut etre approchee par des surfaces qui ont cette propriete. □ 


6.3 Champs a rotationnel nul 

Corollaire 1. Soit V un champ de vecteurs derivable de derivees continues , sur un domaine 2> de K 3 
sans trou. Si 

rotC = 0, 

alors V est un champ de gradient, e’est a dire qu’il existe unefonction f definie sur 3> telle que 

V = grad/. 

Demonstration. Soit ( £ une courbe fermee quelconque de @. Si le domaine est sans trou, alors on 
peut toujours trouver une surface parmetree Sf dont c € est le bord. Si de plus rote = 0, alors il 
resulte du Theoreme 1 que 

f V [M)dM = 0. 

Comme ceci est vrai pour toute courbe fermee *£ , il en resulte que le champ de vecteurs V est 
conservatif, et done un champ de gradient. □ 

Remarque 3. Comme en dimension 2, les seules solutions de l’equation 

gradg = 0 

sont les fonctions g constantes. Il en resulte que si / et / sont tels que V = grad f = grad / alors 
necessairement 

f = f + c> 

oil c est une constante. 

Exemple 14. Considerons un champ de vecteur V lineaire, e’est a dire de la forme 

V(V) = A- X, 
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ou A est une matrice 3x3. 



' a i,i 

a l,2 

Ol,3^ 

A = 

o 2 ,\ 

02,2 

0 2} 3 


< a 3,l 

03,2 

03,3j 


On a done V 1 (x 1 ,x 2 ) = a 1 , 1*1 + ai )2 x 2 + a h3 x 3 , V 2 (xi,x 2 ) = a 2 ,i*i + a 2>2 x 2 + a 2t3 x 3 , et V 3 (xi,x 2 ) = 
a 3} ix 1 + a 3<2 x 2 + a 3}3 x 3 de sorte que 


' dV 3 
dx 2 
dV 1 
dx 3 


dV 2 _ 

-t — - a 3)2 - o 23 
dx 3 

dV 3 _ 

T — - a l,3 - ^3,1 
OX 1 


dv 2 dV\ 


dx\ dx 2 

V est done un champ de gradient si et seulement si 


- a 2,\ _ a l,2 


0-2,1 ~ a l,2> a 1,3 — ^3,1 e t 0 2 \ — a\ <2 

e’est a dire si et seulement si la matrice A est symetrique. Dans ce cas, on verifie, comme en di- 
mension deux, que Ton a V = grad/, avec 

f{X)= l -A-X.X, 

la forme quadratique associee a la matrice symetrique A. 


6.4 Champ a divergence nulle, potentiels vecteurs 

Definition 2. On dit d’un champ de vecteurs V qu’il est un champ de rotationnel s’il existe un 
champ de vecteurA tel que 

V = rot A 

Le champ de vecteur A est alors dit potentiel vecteur dont derive le champ V. 

Dans la remarque 2 nous avons vu qu’une condition necessaire pour etre un champ de rota- 
tionnel etait 

div V = 0. 

Si le domaine n’a pas de trou, il s’avere alors que cette condition est egalement suffisante. 
Theoreme 2. Soit V un champ de vecteur derivable sur un domaine 3> sans trou. On suppose que 

div V (M) - 0, VM e 

Alors il existe un champ de vecteurA defini sur 2) tel que 

V = rot A 

Le champ de vecteurs A est done un potentiel vecteur dont derive le camp de vecteurs V. 
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Remarque 4. Si 


divy = 0, 

alors il n’y a pas unicite du potentiel vecteur. En effet, si A, est un tel potentiel vecteur, c’est a dire 
si 

V = rot A 

alors il en est de meme de 

Af = A + grad/, (6.10) 

pour toute fonction /, car rot (grad/) = 0. Il resulte du Corollaire 1 que tous les potentiels vecteurs 
dont derive V ont la forme (6.10). 

Exemple 15. Champs planaires. Reprenons les champs planaires introduits dans l’exemple 13, 
sans supposer ici qu’il sont independants de la variable x 3 : ils ont done la forme 


V(xi,x 2 ,x 3 ) = (Vi(xi,x 2 ,x 3 ), V r 2 (xi,x 2 ,x 3 ),0). 


( 6 . 11 ) 


Supposons de plus que divt? = 0. Ceci signifie, comme la troisieme composante est nulle que 


dVi dV 2 

— (xi,x 2 ,x 3 ) + - — (xi,x 2 ,x 3 ) =0 
oxi axi 


En considerons le champs de vecteurs sur K 3 


y 1 (xi,x 2 ) = (V 2 (xi,x 2 ,x 3 ), -Vi(xi,x 2 ,x 3 ),0) 


on obtient 

dV.r- dV, 1 

— — (xi,x 2 ,x 3 )-- — (Xi,X 2 ,X 3 ) =0 
OX\ OX 2 

Si Ton fixe la troisieme variable x 3 et deux Ton ne considere que les deux premieres composantes 
de V L , aloes on obtient un champ de vecteur sur le plan x 3 = C te : On peut done appliquer les 
resultats du Chapitre 4 sur les champs de vecteurs a deux variables, qui montrent V 1 est un champ 
de gradient par rapport aux deux premeres variables, c’est a dire qu’il il existe done une fonction 
f :U 3 —>U telle que 


y 1 


,df_ K. 

dx\ ’ dx 2 ’ 


0 ), 


soit 


Posons 


df df 

V (xi, x 2 , x 3 ) = (- — (xi,x 2 ), — (xi,x 2 ),0). 

OX 2 OX\ 


i(xi,x 2 ,x 3 ) = (0,0,-/(xi,x 2 )). 


On verifie alors que Ton a bien 


rot A=V. 


Exercices 


Exercice I 
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Soit A un vecteur de R 3 . determiner la divergence et le rotationnel du champ de vecteur 


V(X) = A a! 


Exercice II 

Soient AetB deux vecteurs de IR 3 . On definit sur R 3 le champ de vecteur 

V(X) = ( A-X)B . 

Exprimer la divergence et le rotationnel de V. 
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Chapitre 7 
Sujets d’examen 


113 



Annee Universitaire 2011-2012 


Universite Pierre et Marie Curie 
L2-PEIP2-LM256 


Examen du 5 Juin 2012 

Duree : 2 heures. 

Les notes de cours et les calculatrices ne sont pas autorisees. Le sujet comprend quatre exercices, 
qui sont independants. 


Exercice III 

On considere la fo notion de deux variables F{x, y) = x 4 + 3 y 2 - 4 x 2 y, et on note ( -€ l’ensemble {(x, y) e 
U 2 ,F(x,y ) =0}. 

1) Calculer gradF. Quels sont les points de IR 2 oil gradF s’annule ? 

2) Montrer que A = (1, 1) e c €. Calculer le gradient de F en ce point. Montrer que pres de F, ^ est 
le de la forme y = <p(x), c’est a dire le graphe d’une fonction cp. 

3) Donner un vecteur tangent en en A, puis un vecteur unitaire tangent. 

4) Donner l’equation de la droite affine tangente a ^ en A. 

5) Calculer <p'{l). 


Exercice IV 

On considere la courbe parametree c € de l’espace IR 3 donnee par le parametrage suivant : 

x{t) = cost, y{t) = sint, z(t) = t,ou 0 < t <2n. 

1) Calculer un vecteur tangent a ^ au point M{t) = (x(f),y(f),z(f)), puis un vecteur unitaire tan- 
gent. 

2) soit Vi le champ de vecteurs defini par Vi (x, y, z) = {x + z, y 2 ,x). Calculer I V\ ( M)dM . 

J ^ 

3) Soit V^le champ de vecteur defini par V 2 (x,y,z) = (y 2 cos x,2y sin x+e z ,ye z ). Montrer qu’ilexiste 
une fonction / telle que V 2 = grad/. 

4) Calculer /. 

5) Calculer [ V 2 {M)dM. 

J ^ 


Exercice V 

1) Soit Q) - {(x, y) g K 2 , 1 < y < 10, y < x < y 2 }. Calculer en utilisant le theoreme de Fubini les inte- 

grales doubles I\ - // -^—dxdyetl 2 = // — — — -dxdy. 

JJ& x z y jJq, (x + y) 2 

2) Soit D = {(x, y) e IR 2 , x 2 + y 2 < 1} le disque unite de IR 2 . Calculer en utilisant un changement 
de variables approprie 

x 2 


h = 


floT 


+ x 2 + y 2 


dxdy. 
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3) Soit T\ - {Qt, y, z) e IR 3 , x 2 + y 2 < 1, 0 < z < 1}. Calculer en utilisant des coordonnees cylindriques 
1’ integrate U = JJJ ( x 2 + y 2 + z 2 )dxdydz. 

4) Soit J 2 = {(x, y, z) e U 3 , x 2 + y 2 < l, 0 < z < x 2 + y 2 + 1} . Calculer le volume de V 2 . 

5) Soit B+ = {(jc, y, z) g IR 3 , x 2 + y 2 + z 2 < 1, 0 < z < 1}. Calculer, en utilisant des coordonnees sphe- 

riques l’integrale 7 5 = JJJ zdxdydz. 


Exercice VI 


1) Soit S?i = {(jc, y, z) g IR 3 , x + y + z = 4, x > 0, y > 0, z > 0}. Verifier que Sf est une portion du graphe 
d’une fonction que Ton precisera. Calculer I\ - JJ x 2 dcr. 

2) Soit <5*2 = (jc, y, z) e IR 3 , x = y 2 + 2z 2 , 0 < y < 1, 0 < z < 1}. L’ensemble 5? est-il un graphe ? 

3) Calculer 
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Corrige de l’examen du 5 Juin 2012 


Exercice I 


1) on a gradF = (4x 3 -8 xy, 6y-4x 2 ). Pour avoir gradF = (0,0), il faut done 4x 3 = 8xy et 6y = 4x 2 . 
Si x ^ 0,alors la premier equation donne y = \x 2 ce qui est incompatible avec la seconde. La seule 
solution est done (x, y) = (0, 0). 

2) On verifie que F( 1, 1) = 0 et on calcule gradF(l, 1) = (-4,2). Comme F' y {a ) = 2 ^ 0, la conclusion 
decoule du theoreme des fonctions implicites. 


3)Unvecteur tangent est donne par grad^FlA) = (-2, -4), etunvecteurunitaire tangent par 


e’est a dire (— — , — — ). 

VS VS 

4) L’equation est donnee par -4(x - 1) + 2(y - 1) = 0, ou encore -4x + 2y = -2. 

5) On a (p'{\) = 2. 


grad^FM) 

||grad- L F(A)|| 


Exercice II 


1) Un vecteur tangent a la courbe est donne par M'{i) = (x'(f),y'(f), z'(f)), e’est a dire M'{t ) = 
(- sin t , cos t, 1). Comme || M'{t) || 2 = (sin t) 2 + (cos f) 2 + 1 = 2, un vecteur unitaire tangent est done 


donne par — — (-sin t , cos t, 1). 

V2 


2) on a 


= f V{M)dM - f [(x(f) + z(f))x , (f) + y 2 {t)y'{t) + x(f)z'(f)] dt 
Jo 

1*271 

= / [ (cos t + t) (- sin t) + (sin 2 t ) (cos t) + cos t ] d t 

Jo 

r-2n 

= / [ — cos t sin t — t sin f + (1 — cos 2 t) (cos t) + cos t\dt 

Jo 


r 2n 

Jo 


tsintdt = [tcos t]7? - I costdt = 2n 


r*2n 

1 ' 


les autres parties de l’integrale dans la troisieme ligne etant nulles pour des raison de periodicite, 
parite (en se ramenant a la periode [-n,n] , etc... ) et oil la derniere integrale est calculee par 
integration par parties. 

3) On calcule rotV-? = (e z -2e z ,0-0,2ycosx-2ycosx) = (0,0,0) et la conclusion en decoule par 
un resultat du cours (Corollaire 1, Chapitre 6). 

4) On doit avoir f' x = y 2 cosx de sorte que par integration /(x, y, z) = y 2 sinx + g(y, z). De la relation 
f' = 2 y sinx+ e z on deduit alors que g' y = 2ysinx + e z -2ysinx = e z , d’ou g(y,z) = ye z + h{z). 
enfin, la relation f z = ye z donne h'{z) = ye z - ye z = 0 d’ou h = c, constante arbitraire. On a done 
f{x,y,z) = y 2 sin x + ye z + c. 

5) Comme V 2 estun champ de gradient, on obtient pour resultat /(M(27r))-/(M(0)) = /(l,0,27r)- 

/( 1 , 0 , 0 ) = 0 . 
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Exercice III 



dx 


dy= l 


10 


y 


y “ 2 - y _1 


10 


81 


y+y y+y 2 


= = 0,405. 

1 200 

*10 


nW i 1 

dy = ] t 


h 


- a . 


= [-y-log(l + y)]}° = ^-logy. 


r 2 cos 2 6 

[o,i] x [o,27t] l + r 2 


= — (r 2 — log(l + r 2 )) 



l + r 2 


dr cos 2 0dd = 


l r 3 


o l + r 2 


dr 


2n 


cos 2 Odd 


71 


(l + cos2 6)dd =— [1 — log2] . 


Id — 


II 


(r 2 + z 2 )rdrdddz - 2 n 


1 1 r i 


[0,1] X [0,27T] X [0,1] 



o vjo 


r{r 2 + z 2 )dr\dz-2n / |^- + ^z 


) 


, 57T 

az = — . 
6 


Vol(? 2 )= [f dxdydz- f 
JJr 2 Jo 

-1 


r z + 1 



r z +l 


rdz \dr \dd-2n 


o l Jo 



/< 


dz\rdr-2n\ (r d + r)rfr = 


'[0,1] x [0,27 t] x [0,] 


{rcos(p)r 2 sincpdrddd(p-2n I r 3 dr\\ I sirupcoscpdq ) 


« 11 

jt r 2 

= — 1 sin2<pa(p = 
4 Jo 


cos2 cp 


2 7T 

0 4 


Exercice IV 

1) et le graphe de la fonction f{x,y) = 4 - x - y. on a done ^/l + /'* + f ,2 y = \/TTTTT = \/3- 
Considerons 2> = {(x, y), x > 0, y > 0, x + y < 4} (interieur d’un triangle) . Alors Sf\ est le graphe de / 
au dessus de S>, et en utilisant le Theoreme de Fubini 


I\ = V3 ff x 2 dxdy - V3 f ( f x 2 dx dy - V3 f 

JJ& Jo [Jo Jo 


<t+ dy =vi.y 

3 12 


64 

77 


2) S ^2 est le graphe g(y, z) = y 2 + 2 z 2 . On a y 1 + g'y + S'' 2 = \/l + 4y 2 + 8z 2 . 

y\J 1 + 4y 2 + 8z 2 dyJ zdz = J [ 


/? = 



*i 

to VJo 

i r 1 

12 Jo 1 


(1 + 4y 2 + 8 z 2 )2 


[(5 + 8 z 2 ) 2 - (1 + 8 z z )^]zdz = — I (5 + 8 z z ) § - (1 + 8 z z ) § 


480 


,2,1 


zdz 




— [132 -92 -52 + 1K 
480 


1 

0 
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Examen du 26 Juin 2012 

Duree : 2 heures. 

Les notes de cours et les calculatrices ne sont pas autorisees. Le sujet comprend trois exercices, qui 
sont independants. 


Exercice I 

On considere la courbe parametree de l’espace IR 3 donnee par : 

x(f) = e\ y{t) = e 2t , z{t) = Foil 0 < t < 1. 


1) Calculer un vecteur tangent a *€ au point M{t) = (x(f),y(f),z(f)), puis un vecteur unitaire tan- 
gent. 

2) soit V] le champ de vecteurs defini par Vj (x, y, z) = (x 2 + y, z 2 , y 3 ). Calculer h = V\ ( M)dM . 


3) Soit V 2 le champ de vecteur defini par 


V 2 {x,y,z) = (-2xz 2 sinx 2 + 2xsiny 2 , 2x 2 ycosy 2 + 3y 2 e z , 2zcosx 2 + y 3 e z ). 


3) Calculer rot V 2 . Que peut-on en deduire ? 

4) Trouver une fo notion / telle que V 2 - grad/. 

5) Calculer I 2 = f V 2 {M)dM. 


Exercice II 

On considere la fonction de deux variables F(x, y) = x 4 + y 4 e ' 2 - 1, le domaine 

Q) - {(x,y) e [R 2 , F(x,y) < 0 } 

ainsi que son contour c €, c’est a dire l’ensemble - {(x, y) e U 2 , F{x, y) = 0}. 

1) Montrer que 0 = (0, 0) appartient a 2>,et que le point A = (0, 1) appartient a c €. 

2) Montrer que si (x,y) £ @ (resp. c €), alors les points (x,-y), (-x,y) (-x, -y) appartiennent a @ 
(resp. c €). 

3) Montrer que @ c [-1,1] x [-1,1]. 

4) Calculer grad F. Quels sont les points oil grad F s’annule ? 

5) Calculer gradF(A). Donner un vecteur tangent a^enA 

6 ) Donner l’equation de la droite affine tangente a c € en A. 

7) Montrer que n {(x, y), y > 0} est le graphe d’une fonction que Ton determinera. On pose 3> + = 
2> n { (x, y) , y > 0 } , et on note ^ + le contour de 2> + . 

8 ) Calculer / = JJ y 3 e x2 ( 2 x 2 - x)dxdy. 

-*■ 9 2 d V? d V~\ 

9) Soit V (x, y) = ( Vi (x, y) , V^x.y)) = (x 2 y 4 e x ,y 3 e x ~). Calculer g = — - — . 

10) Calculer I 2 = I V 2 (M)dM, oil est orientee dans le sens trigonometrique. 

J c tg+ 
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Exercice III 


A) Soit @1 le triangle dans K 2 de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). Calculer l’integrale double Ii = 
ff &i x 2 y 2 dxdy. 

B) Soit Y\ la partie de U 3 definie par 

Y\ = {(x,y,z) eR 3 ,6-x 2 -y 2 >z> 4x 2 + 4y 2 + 1}. 

Calculer le volume de Y\ [on pourra utilser des coordonnees polaires ou cylindriques] . 


C) Soit Sf\ - {(x,y,z) e U 3 ,3x + 2y + z = 6,x > 0,y > 0,z > 0}. 

C 1) Montrer que SP\ est une portion de graphe d’une fonction que Ton explicitera. 

C 2) Montrer que le point A\ = (1, 1, 1) appartient a 'Y\ . Donner l’equation du plan affine tangent a 
Sf i en A\. 

C 3) Calculer I 2 = JJ cos(x + y + z)da. 

D) Soit Sf'i - {{x, y, z) e IR 3 , x 2 + y 2 + z 2 = 4, x > 0, y > 0, z > 0}. 

D 1) Montrer que le point A 2 = (1, 1, Y2) appartient a Sf 2 . Donner l’equation du plan affine tangent 
a SP 2 en A 2 . 

D 2)Quelles sont les coordonnees spheriques du point A 2 ? 

D3 ) En utilisant des coordonnees spheriques, calculer J 3 = JJ x 2 yzda. 
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Exercice I 


d 


1) Un vecteur tangent a la courbe est donne par = (e f ,2e 2t , 1). Un vecteur unitaire est done 

I 

donne par [e t ,2e 2t , 1). 


2) On a 


V e 2t + 4e 4f + 1 


I = 


/, 


V 1 (M)dM = 


j> 


e 2f + e 2 f )e* 


+ t 2 2e 2t + e 6f 




I '' 2 


e 3r + 2t 2 e 2f + e 6t 


) dt. 


On a par integration par parties 


f 


o2f 


t 2 e T dt = [f 2 — ]q 




2? 2 
£7^ *• £7“^ 

[ — ]n = — et done 
4 0 4 


I = -e + -e + -e . 

3 4_^ 6 

3) Comme rot V - 0, V est un champ gradient. 

4) Ona f x = -2xz 2 sinx 2 + 2xsiny 2 , d’oii par integration f = z 2 cos x 2 + x 2 sin y 2 + g(y,z). Comme 
f y = 2x 2 ycosy 2 + 3y 2 e z = 2x 2 ycosy 2 + g y (y,z) on en deduit g y [y,z ) = 3y 2 e z , et en integrant de 
nouveau g(y,z) = y 3 e z + h{z). Enfin f z = 2zcosx 2 + y3e z = 2zcosx 2 + y 3 e z + h\z ) d’oii fi'(z) = 0. 
On a done / = z 2 cosx 2 + x 2 siny 2 + y 3 e z + C. 

5) on a fcg V\{M)dM = /(M(l)) - /(M(0)) = f[e, e 2 , 1) - /(l, 1,0) = (cose 2 + e 2 sine 4 + e 7 - sin 1. 


Exercice II 


1) On aF(0,0) = -1 et done (0,0) e Q). F(0, 1) = l.e° - 1 = 0 et done A e . 

2) La propriete resulte de la parite de F par rapport a x et par rapport a y. 

3) (x, y) g 2> ssi x 4 + y 4 e x < 1 et done x 4 < 1 et y 4 < e~ x ~ < 1, d’ou la proriete. 

4) grad F = (4x 3 + 2xy 4 e x ,4y 3 e x ). le gradient s’annule ssi 4 y 3 e x = 0 et x 3 + 2xy 4 e x " = 0. la pre- 
miere condition entraine y = 0 et en reportant dans la seconde on obtient x = 0. Le seul point oil 
le gradient s’annule est done (0,0). 

5) OnagradF(A) = (0,4), de sorte qu’un vecteur tangent est grad^FiA) = (-4,0), etun vecteur uni- 
taire tangent est done (1,0) = e\. 

6) la droite affine tangente a pour equation y = 1. 

2 1 x ‘ ^ 

7) Si (x,y) e ^ on a y 4 = (1 - x 4 )e~ x . Si de plus y > 0, alors y = (1 - x 4 )?e“T, on obtient done le 

1 X 2 

graphe de /(x) = (1 -x 4 )4e _ x. 

8) On utilise Fubini : 


h = 




fix) 2 

(2 x 2 - x)e x ~ dx 
o 


/ i i j 

-(1 - x 4 )(2 x 2 ~x)dx = - 
-i 4 4 


2x 7 x 6 2x 3 x 2 


1 _ 1 1 _ 10 

_! ~~ 7 + 3 “ 21' 
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9) On trouve g = 2 xy 3 e x ~ - 4x 2 y 3 e A ' 2 = -2 y 3 e 1 ' 2 ( 2x 2 - x). 

10) O n trouve I 2 = 2I\ grace au theoreme de Green-Riemann. 


Exercice III 


y 2 dy)dx = / 0 1^- 


3 

cHo 


lry 11 ~ X dx = 


A) On a = {(x, y), x + y < 1, x, y > 0}. II vient par Fubini I\ - fg x 2 (f 0 1 ~ 

I r 1 ri — v 1 3 v 2 Wr — Ir_*l j_ 3*1 _ 3*1 i * 1 1 1 — 1 (_ 1 I 3 _ 3 , 1 -, _ _L 
3 j 0 '. A aJ A U A 3 L 6 ~ l ~ 5 4 3 J 0 ^ 6 5 4 3 ' 180 ' 

B) Utilisons des coordonnees cylindriques : Vi est done caracterise par 6 -r 2 >z> 4 r 2 + l,et il faut 


done 5 > 5r 2 , e’est a dire 0 < r < 1. II vient 

Vol(7i) = fg 7I {fg{f4~ 2 r +l dz)rdr)d0 = 2nfg{5-5r 2 )rdr = 107r[y- 

Cl) 5f\ est le graphe de la fonction affin e/(x, y) = 6 - 3x - 2y au dessus de Gi = {(x, y) e K 2 , x, y > 


0,3x + 2y < 6}. On ay / l + / 2 + / 2 = \/l + 9 + 4= \/l5. 

C2) On verifie que 3+2+l=6. Comme Sf\ est un portion de plan affine, l’equation du plan tangent 
est done 3x + 2y + z = 6. 

t 6-3* 

C3)Ona/ 2 = jJ n cos(x+y+(6-3x-2y) Vl5dxdy = jJ n cos(6-2x-y) s/l5dxdy = \/l5 / 0 (/ 0 2 cos(6- 

„ 6-3x 

2 x-y)dy)dx= \/l5 / 0 d [-sin(6-2x-y)] 0 2 dx- -\/l5 / 0 d (sin(|(3-x))-sin(6-2x))<ix = -\/l5[2cos( 
f) - icos(6-2x)]g 


Dl) On a l 2 + l 2 + WT) 2 = 4, A appartient done a 5A 2 - 

D2) Soient v a, Q a, <pa les coordonnees spheriques de A. On a = 2, et \/2 = 2sin<p,4, d’oii <Pa = f • 

Comme 1=2 cos 6a cos <pa on obtient 6a - f • 

D3 )On parmetre Sf 2 en utilisant les coordonn’es spheriques M : [0, |J x [0, |] — >• £A 2 , (6,cp) >-> 

M{Q,cp ) = (2cos0sin</y2sin0sin(£>,2cos</?). Ona Mg = (-2sin0sin<p,2cos0sin<p,O), = (2cos0cos</?,2si 
et HMgAM^H = 4sin<p. Onadonc I 2 = ff [0 ^{Acos 2 0 sin 2 (p){2sin0 sm(p){2coscp){4shup)d0 dip = 

64 / 0 2 cos 2 0sin0d0 / 0 2 sin 4 <pcos<pd<p = 64[— ^ [22122]^ _ 64. 
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Examen du 14 mai 2013 

Duree : 2 heures. 

Les notes de cours et les calculatrices ne sont pas autorisees. Le sujet comprend quatre exercices, qui 
sont independants. 


Exercice I 

On considere la fonction F definie sur IR 3 par F{x, y, z) = x 4 + 2y 2 + 4 z 4 - x 2 z 2 - 6 et on considere 
1’ ensemble SF - {(x, y, z) e IR 3 , F{ x, y, z) = 0}. 

1) Calculer gradF. Quels sont les points de IR 3 oil gradF s’annule ? 

2) Montrer que le point A = (1, 1, 1) e Sf . Donner T equation du plan tangent en A, ainsi qu’un 
vecteur unitaire normal a ^ en A. 

3) Donner deux vecteurs non colineaires tangents enAay. 


Exercice II 

f _j_ g—x 1 

On considere dans IR 2 la courbe ^1 = Ux,y) eU 2 ,y = , 0 < x < 1 1. 

1) Calculer la longueur de la courbe 'tfi. 

2) On considere le champ de vecteurs Vi (x, y) = (2y, 2x 2 ) . Calculer / = f<g V\ ( M)dM . 

3) Calculer de meme I 2 = J,^ 2 V\ ( M)dM oil % J 2 designe le segment oriente joignant les points (0, 1) 
et (l,|(e + e -1 )). 

4) Le champ de vecteur Vi est-il un champ de gradient? 

5) On considere sur Q) =]0, +oo[x]0, +oo[ le champ de vecteurs 

3x 4 + 2x 2 y 2 - y 4 3y 4 + 2x 2 y 2 - x 4 \ 
x 2 y ’ y 2 x j 

Montrer que V 2 est un champ de gradient. Trouver une fonction / telle que V 2 = grad/. 

6) Montrer que / % V 2 (M)dM = /^ V 2 (M)dM. 


V 2 (x,y) = 


Exercice III 


On considere sur IR 2 les ensembles S> = |(x,y) e IR 2 , 0 < r < cos2 6, 9 e [ — , — ]| et^ = |(x,y) e IR 2 , r 

oil (r,0) designe des coordonnees polaires sur IR 2 telles que x = rcosO et y = r sind. 

1) Dessiner failure des ensembles 2> et c to. Possedent-t-ils des symetries ? 

2) Montrer que c € est une courbe parametree, que Ton peut parametrer en fonction de Tangle 9. 

3) Verifier que le point A = (^, |) appartient a ^ (on rappelle que cos | = ^). Donner un vecteur 
tangent a^enA 

4) Calculer l’aire de @, c’est a dire sd ire(@) = JJ dxdy. 

5) Calculer les integrales / = I / x dxdy et I 2 = / 1 ydxdy. 

JJ@ JJ® 


cos 2 
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6) Calculer I xdy, ou ( £ est orientee dans le sens trigonometrique. 

7) Calculer le volume du domaine <=U = ( (x, y, z) € R 3 , tels que ( yV + y 2 , z) € 9} . 


Exercice IV 


On considere dans U 3 le domaine - {{x, y, z) e [R 3 , x 2 + y 2 > z 2 , x 2 + y 2 + z 2 < 1}. 1) Dessiner Fai- 
lure du domaine a U. S’agit-il d’un domaine de revolution? 

2) Decrire °ll en coordonnees spheriques. 

3) Calculer le volume de 


4) Calculer l’integrale 1\ 


■£* 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 dxdydz. 


5) On note Sf la surface delimitant a l(. Calculer l’aire de SP . 
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Exercice I 


1) OnagradF = (4x 3 -2xz 2 ,4y, 16z 3 -2x 2 z). Pour que gradF = 0, ilfaut4x 3 -2xz 2 = 0,y = 0, 16z 3 - 
2x 2 z = 0, d’ou 2x 2 - z 2 , y - 0, 8z 2 = x 2 qui entrame y = 0,2x 2 - z 2 = 16 z 2 , soit y = 0,y = 0,z = 0. II 
n’y a done que solution evidente (0, 0, 0). 

2) On a gradF(A) = (2,4, 14), d’ou l’equation du plan tangent affine en A : 2(x- 1) +4(y- 1) + 14(z- 


1 ) = 0 . 


3) Le vecteur gradF(A) est orthogonal a^enA, le vecteur 

1 


n ■ 


gradF (A) 
||gradF(A)|| v^!6 


(2,4, 14) est done unitaire et orthogonal. 


4) Les vecteurs t\ = gradF(A) a e\ et f 2 = gradF (A) a e 2 sont par exemple de tels vecteurs tangents, 
soitTi = (0,14, -4) et?2 = (0, -14,2). 


Exercice II 


1) Lacourbe ‘tfi estle graphe de la fonction f donnee par /i(x) = ^(e x + e x ). Sa longueur est done 
donnee par l’integrale L = / 0 2 \/l + f'{x) 2 dx. On calcule 

1 + f r {x) 2 — ^ [e 2x + e~ 2x — 2) + 1 = ^(e x + e~ x ) 2 . On obtient done L = ^ / 0 2 ((e x +e _x )dx = ^[e x -e 
\{e-e~ l ). 

2) Comme la courbe est un graphe, on la parametre par x, avec dy{x) = \{e x -e~ x )dx. II vient ainsi, 
en utilisant des integrations par parties 


Xl 1 _ 
J 0 


/ 1 f (e x + e X )dx+ (x z )(e x - e x )dx=[e x - e x + (x z (e x + e x )-2x(e x -e x )+2(e x + e x )]^-2e+ 

Jo 

4e _1 +4. 

3) Le segment ^ 2 est egalement un graphe, celui de la fonction affine / 2 (x) = x(^(e + e _1 ) - 1) + 1. 
Sur cette courbe dy - adx, ou a - \{e + e~ l - 1)) et done, 


h = 


f 1 o ? 2x 3 , 5 

/ 2(ax + l)dx + 2x adx = [a(x + ) +2x]q = 2 + -a. Les deux quantites ne sont pas egales, 

Jo 3 3 


on n’a done pas un champ de gradient. 

4 


4) Si on ecrit V 2 = (V.J , V 2 ) alors 


dV 2 


3 y 


dx x 2 y 2 x 2 y 2 dy 

quantites sont egales, V 2 est bien un champ de gradient. 

d f f* 3x 2 y 2 x 2 y 2 

5) On doit avoir — = v! done, fix, y) = / ( + 2y - ^)dx = — + 2xy + — + g(y). En derivant 

ox J y x z y x 

df x ^ 3y 2 

par rapport a y on trouve — = — - + 2x + + g'iy) d’ou 

s'W = Vi 4- = 0. on done /(*, y) = £ + 2xy 4- £ 4 c - ^ 


x 2 3y 4 + x 2 y 2 + 3x 4 


et de meme 


dV^ 3y 4 + x 2 y 2 + 3x 4 


x 2 y 2 


Comme ces deux 


xy 


xy 


+ C. 
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Exercice III 


1) Le domaine est symetrique par rapport a l’axe Ox. 

2) unparametrage detest do nne par 1’applicationM: [-|,|] — U 2 ,0 ^ M{9) = (cos20cos0, cos20sin0) 

3) Pour A, on a r - |\/3 + 1 = \ = cos(|) . Onverifieensuitequel’onabienZl = M(|) = (cos | cos |, cos | sin 
Unvecteur tangent au point M(0) estdonneepar M'(0) = (-2sin20cos0-cos20sind, -2sin20sin0+ 


cos20cos0), soit pour 9 = M'(|) = (-(2^.^ + 

4) Soit O = {(r,0),O < r < cos20, 9 e [-|, 
aire{2>) = f n rdrdO = 


v/3 


1 + I 

2 t 2 


#) = (- 


4 


-]}. Par la formule de change ment de variable il vient 


f-E f ir 29 rdr ) dd = \ (cos20) 2 dd = | f\ (1 + cos40)dd = f . 

4 V / 4 4 ’ 

5) Par symetrie I 2 = 0. Pour I x on ecrit x = r cos 6 d’ oil il vient 

Ii = f n r 2 cos0drdd = [/ O cos20 r 2 cos0dr] d0 = ^ /_ 4 5 (cos20) 3 cos0d0. Or on a 

4 V / 4 


16(cos20) 3 cos0 = (exp2z‘0+exp-2z'0) 3 (expz0+exp-z0) = [(exp6z‘0+exp-6z0)+3(exp2z0+exp-2z0)](exp 
exp-z‘0) = 2(cos7 6 + cos5 6 + 3cos30 + 3cos0). Il en resulte que I x = + 3 + 

3sin0] 4 E = + 1+3] = g 28 ^ 2 . 6) onaparlaformuledeGreen-Riemann xdy = &/ire(3>) = 


8' 

7) Le domaine 3^ est un domaine revolution autour de l’axe 0 z, engende par la rotation de S>. On 
a done en raisonnant comme dans le chapitre 5 Vol ('%') = 2nl\ . 


Exercice IV 

1) Le domaine °?/ est de revolution autour de l’axe Oz. 

2) - {(x, y, z ) tels que 0<r<l, |<<p<y,O<0< 27 d- 

1 o 3 tt 3 7T 2 

3) OnaVol('%')= jJ^dxdydz = / 0 l/o i// sincpd(p)d9)r 2 dr-2n[cos{cp)]l lyJo = ^p7r- 

4 4 

1 O 371 37T g j — 

4) on a I = ffu r 3 dxdydz = / 0 (/()(// sin<pd<p)d0)z- 5 dr = 27r[cos(<p)] 5 4 [y] 3 = ^zr. 

4 4 
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